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In this paper, a nonlocal delayed chemostat model of a single species feeding on a
periodically varying input nutrient is proposed. By the theory of semigroup, the existence
and uniqueness of solution of the system are obtained. Furthermore, we investigate a
threshold result on the global dynamics, and the uniform persistence of the system is
established.
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1. Introduction

A chemostat is an apparatus used to study the growth of microorganisms in a
continuous cultured environment in a laboratory. In ecology, the chemostat is a
model of a simple lake, but in chemical engineering, it also serves as a laboratory
model of a bio-reactor used to manufacture products with genetically altered organ-
isms. In more complicated situations, it is used as the starting point for models of
waste water treatment [22] or of the mammalian large intestine [5]. Hence, chemo-
stat models have attracted much attention of both biologists and mathematicians.
Analytic work on the chemostat models can be found in [4, 25, 29] and references
therein. At present, the research on the chemostat model has been generalized in
several directions, including spatial effects in a continuous way (see, e.g., [1, 9, 10]),
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the effect of inhibitor or toxin (see e.g. [18, 19, 34]), crowding effects (see e.g. [11]),
periodically varying input nutrient concentration (see, e.g. [26, 30]), delays (see,
e.g. [20, 21, 31, 32, 36, 37]), etc.

In order to study habitats, such as riverine reservoirs constructed by damming
a river, we first review the flowing-reactor model of the organism which consumes
the single nutrient in a riverine reservoir occupying a simple channel. Assume that
the channel has constant length L. A flow of medium in the channel with velocity
ν in the direction of increasing x brings fresh nutrient at concentration R0 into the
reactor at the upstream end (x = 0) and carries medium, unutilized nutrient and
organism out of the reactor at the downstream (x = L). Nutrient and organism are
assumed to diffuse throughout the vessel with the same diffusivity δ. The equations
describing the nutrient concentration R and organism concentration u are then
given below (see, e.g. [13] or [23, Chap. 8])



∂R

∂t
= δ

∂2R

∂x2
− ν

∂R

∂x
− qf(R)u, x ∈ (0, L), t > 0,

∂u

∂t
= δ

∂2u

∂x2
− ν

∂u

∂x
− µ0u + f(R)u, x ∈ (0, L), t > 0,

(1.1)

with boundary conditions


νR(t, 0) − δ
∂R

∂x
(t, 0) = νR(0)(t),

∂R

∂x
(t, L) = 0,

νu(t, 0) − δ
∂u

∂x
(t, 0) = 0,

∂u

∂x
(t, L) = 0,

(1.2)

and initial conditions

R(0, x) = R0(x) ≥ 0, u(0, x) = u0(x) ≥ 0, x ∈ (0, L), (1.3)

where q is the constant nutrient quota for species, µ0 is the death rate of species.
The nonlinear function f(R) describes the nutrient uptake rate and the growth rate
of the organism u at nutrient concentration R. We assume f(R) satisfies

f(0) = 0, f ′(R) > 0, ∀R ≥ 0, f(·) ∈ C2(0, +∞). (1.4)

An usual example is the Monod function

f(R) =
µR

K + R
, ∀R ≥ 0,

where the constants µ > 0 and K > 0 are, respectively, the maximum growth rate
and half-saturation coefficient.

If we consider the periodic time dependence in the nutrient concentration to
account for seasonal or daily changes, then the model is more realistic. Based on
this reason, we assume that the nutrient concentration in the medium is maintained
at the periodically varying concentration R(0)(t + ω) = R(0)(t) at the up stream
end of the channel (x = 0), where ω > 0 is the periodic.
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Furthermore, it is well known that time delays in ecological systems can have a
considerable influence on the qualitative behavior of these systems. It is the purpose
of this paper to propose and analyze a more realistic chemostat model. According
to Droop [3], only the internal nutrient is immediately available for cell growth,
and passage of nutrient from outside to inside the cells introduces inevitable time
delays. Thus, the assumption that the external nutrient supply is instantaneously
converted to biomass is a broad oversimplification and should (at least in part)
account for the inadequacies of the Monod model in a chemostat. Now, we derive
a nonlocal delayed reaction-diffusion-advection chemostat model.

In the organism equation, the delay is often caused by the conversion of con-
sumed nutrient into organism biomass. In order to incorporate the movements of
organism during the assimilation process, we consider an age-structured model.
Let w(t, a, x) be the generalized organism biomass (organism biomass plus nutrient
ingested by the organism that has not yet been assimilated) of class age a, with
a being the time since ingestion. If p(a) denotes the probability that the absorbed
nutrients are completely translated into their own biomass at age a ≥ 0, and con-
version occurs after a fixed delay τ , then p(a) is a step function, i.e., p = 0 on [0, τ)
and p = 1 on (τ,∞). Then the microorganism biomass at time t ≥ 0 and location
x can be expressed as

u(t, x) =
∫ ∞

0

w(t, a, x)p(a)da =
∫ ∞

τ

w(t, a, x)da.

Moreover, the generalized biomass density w(t, a, x) satisfies the following partial
differential equation with nonlocal boundary condition:

(

∂

∂t
+

∂

∂a

)
w(t, a, x) = δ

∂2w

∂x2
− ν

∂w

∂x
− µ0w, t > 0, a ∈ (0, τ), x ∈ (0, L),

w(t, 0, x) = f(R(t, x))u(t, x), t ≥ −τ, x ∈ (0, L).

(1.5)

The parameters in this system have the same meaning as in (1.1).
Similarly, as in [24, 28], we integrate along characteristics to reduce (1.5) to one

equation with nonlocal terms. Let φ(r, a, x) = w(a + r, a, x), where r is regarded as
a parameter. It follows that


∂φ(r, a, x)

∂a
= δ

∂2φ(r, a, x)
∂x2

− ν
∂φ(r, a, x)

∂x
− µ0φ(r, a, x),

φ(r, 0, x) = f(R(r, x))u(r, x).

(1.6)

Integrating this equation on (0, L), we have

φ(r, a, x) =
∫ L

0

Γ(a, x, y)f(R(r, y))u(r, y)dy,
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where Γ is the appropriate Greens function or fundamental solution associated with
δ ∂2

∂x2 − ν ∂
∂x − µ0 and possibly boundary conditions. Returning to w, one has

w(t, a, x) = φ(t − a, a, x) =
∫ L

0

Γ(a, x, y)f(R(t − a, y))u(t − a, y)dy.

This yields the following integral equation for the microorganisms biomass u:

u(t, x) =
∫ ∞

τ

w(t, a, x)da =
∫ ∞

τ

∫ L

0

Γ(a, x, y)f(R(t − a, y))u(t − a, y)dyda.

Set t − a = s. Then

u(t, x) =
∫ t−τ

−∞

∫ L

0

Γ(t − s, x, y)f(R(s, y))u(s, y)dyds.

Differentiating the above equation, we obtain

∂u(t, x)
∂t

= δ
∂2u(t, x)

∂x2
− ν

∂u(t, x)
∂x

− µ0u(t, x)

+
∫ L

0

Γ(τ, x, y)f(R(t − τ, y))u(t − τ, y)dy.

Therefore, we obtain the following time-delayed reaction-diffusion-advection chemo-
stat model with periodically varying input nutrient concentration:


∂R

∂t
= δ

∂2R

∂x2
− ν

∂R

∂x
− qf(R(t, x))u, t > 0, x ∈ (0, L),

∂u

∂t
= δ

∂2u

∂x2
− ν

∂u

∂x
− µ0u

+
∫ L

0

Γ(τ, x, y)f(R(t − τ, y))u(t − τ, y)dy, t > 0, x ∈ (0, L),

νR(t, 0) − δ
∂R

∂x
(t, 0) = νR(0)(t),

∂R

∂x
(t, L) = 0, t > 0,

νu(t, 0) − δ
∂u

∂x
(t, 0) = 0,

∂u

∂x
(t, L) = 0, t > 0,

R(s, x) = R0(s, x) ≥ 0, u(s, x) = u0(s, x) ≥ 0, s ∈ [−τ, 0], x ∈ (0, L),

(1.7)

where R(t, x) and u(t, x) denote the concentrations of the nutrient and the microor-
ganism at time t and position x; the constants δ > 0 and ν > 0 are the diffusion
coefficient and advection coefficient, respectively; τ > 0 is the time delay. The inflow
nutrient concentration R(0)(t) satisfies

(H) R(0)(·) ∈ C2((−τ,∞), R), R(0)(t) ≥, �≡ 0 and R(0)(t + ω) = R(0)(t) for some
ω > 0.
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The purpose of this paper is to study the global dynamics of system (1.7) and
the rest of this paper is organized as follows. In Sec. 2, we first present some pre-
liminaries, then investigate the existence and uniqueness of the global solution of
system (1.7). In Sec. 3, we obtain a threshold-type result on the global dynamics
of system (1.7). Finally, we give a brief discussion of this paper in Sec. 4.

2. Existence and Uniqueness of Solution

Let X = C([0, L], R2) be the Banach space with the usual supremum norm
‖ · ‖X. Then X

+ = C([0, L], R2
+) is the positive cone of X. For τ ≥ 0, define

Cτ = C([−τ, 0], X) with the norm ‖φ‖ = maxθ∈[−τ,0] ‖φ(θ)‖X, ∀φ ∈ Cτ . Then Cτ is a
Banach space and C+

τ = C([−τ, 0], X+) is the positive cone of Cτ . Denote the inclu-
sion X → Cτ by u → û, û(θ) = u, θ ∈ [−τ, 0]. Given a function u(t) : [−τ, σ) → X

(σ > 0), define ut ∈ Cτ by ut(θ) = u(t + θ), θ ∈ [−τ, 0].
The idea is to view system (1.7) as the abstract ordinary differential equation

in X
+ and the so-called mild solutions can be obtained for any given initial data.

Let T (t) be the positive, non-expansive, analytic semigroup on C([0, L], R) (see,
e.g. [23, Chap. 7]) such that z = T (t)z0 satisfies the linear initial value problem



∂z

∂t
= δ

∂2z

∂x2
− ν

∂z

∂x
, t > 0, 0 < x < L,

νz(t, 0) − δ
∂z

∂x
(t, 0) =

∂z

∂x
(t, L) = 0, t > 0,

z(0, x) = z0(x), 0 < x < L.

(2.1)

Let V (t, s)(t > s) be the evolution operator on C([0, L], R) (see, e.g. [7, Chap. II])
such that v = V (t, s)v0 satisfies the linear system with nonhomogeneous, periodic
boundary conditions, with start time s, given by



∂v

∂t
= δ

∂2v

∂x2
− ν

∂v

∂x
, t > s, 0 < x < L,

νv(t, 0) − δ
∂v

∂x
(t, 0) = vR(0)(t),

∂v

∂x
(t, L) = 0, t > s,

v(s, x) = v0(x), 0 < x < L.

(2.2)

Due to the time periodicity of the inhomogeneity in the boundary condition,
R0(t + ω) = R0(t), it follows from [2, Lemma 6.1] that

V (t + ω, s + ω) = V (t, s), ∀ t > s.

Define F = (F1, F2) : C+
τ → C+

τ by

F1(φ1, φ2)(x) = −qf(φ1(0, x))φ2(0, x),

F2(φ1, φ2)(x) =
∫ L

0

Γ(τ, x, y)f(φ1(−τ, y))φ2(−τ, y)dy,
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where x ∈ [0, L], φ = (φ1, φ2) ∈ C+
τ . Set u = (R, u), then


R(t) = V (t, 0)R0 +

∫ t

0

T (t − s)F1(u(s))ds,

u(t) = e−µ0tT (t)u0 +
∫ t

0

e−µ0(t−s)T (t − s)F2(u(s))ds.

Therefore, system (1.7) can be expressed as

u(t) = U(t, 0)φ(0) +
∫ t

0

T(t − s)F(u(s))ds, t ≥ 0, φ ∈ C+
τ ,

where

U(t, s) =

(
V (t, s) 0

0 e−µ0(t−s)T (t− s)

)

and

T(t − s) =

(
T (t − s) 0

0 e−µ0(t−s)T (t− s)

)
.

To show the global existence of solutions of (1.7), we first consider the following
differential equation:



∂R̂(t, x)
∂t

= δ
∂2R̂

∂x2
− ν

∂R̂

∂x
, t > 0, 0 < x < L,

νR̂(t, 0) − δ
∂R̂

∂x
(t, 0) = νR(0)(t),

∂R̂

∂x
(t, L) = 0, t > 0.

(2.3)

The following result is concerned with the dynamics of (2.3).

Lemma 2.1 ([26, Proposition 2.1]). System (2.3) admits a unique positive ω-
periodic solution R∗(t, x), and for any R̂0(x) ∈ C([0, L], R), the unique solution
R̂(t, x) of (2.3) with R̂(0, x) = R̂0(x) satisfies

lim
t→∞(R̂(t, x) − R∗(t, x)) = 0,

uniformly for x ∈ [0, L].

The following result shows that solutions of system (1.7) exist globally on [0,∞).

Theorem 2.2. For every initial data φ ∈ C+
τ , system (1.7) has a unique solution

u(t, φ) on [0,∞) with u0 = φ. Furthermore, system (1.7) generates an ω-periodic
semiflow Φt := ut(·) : C+

τ → C+
τ , i.e. Φt(φ)(s, x) = u(t + s, x; φ), ∀φ ∈ C+

τ ,

t ≥ 0, s ∈ [−τ, 0], x ∈ [0, L], and Φt has a global compact attractor in C+
τ .

Proof. First, we show the local existence of the unique mild solution. Clearly, F
is locally Lipschitz continuous. In view of (1.4), there exists M > 0 such that
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0 ≤ f(R) ≤ MR, ∀R ≥ 0. For any φ ∈ C+
τ and h ≥ 0, we have

φ(0, x) + hF(φ)(x) =




φ1(0, x) + h[−qf(φ1(0, x))φ2(0, x)]

φ2(0, x) + h

∫ L

0

Γ(τ, x, y)f(φ1(−τ, y))φ2(−τ, y)dy




≥
(

φ1(0, x)[1 − hqMφ2(0, x)]

φ2(0, x)

)
, t ≥ 0, x ∈ (0, L).

The above inequality implies that φ(0, x) + hF(φ)(x) ∈ X
+ if h is sufficiently

small. Therefore,

lim
h→0+

1
h

dist(φ(0, ·) + hF(φ), X+) = 0, ∀φ ∈ C+
τ . (2.4)

By [17, Corollary 4], it then follows that for every φ ∈ C+
τ , system (1.7) has a unique

noncontinuable mild solution u(t, x; φ) with u0(·, ·; φ) = φ and u(t, ·; φ) ∈ X
+ for

any t on its maximal interval of existence [0, σφ), where σφ ≤ ∞. Moreover, by the
analyticity of U(t, s), s, t ∈ R, s < t, u(t, x; φ) is a classical solution of (1.7) when
t > τ .

Next, we use similar arguments to those in [27, Theorem 2.1] to prove the
ultimate boundedness of solutions. Note that the first equation in (1.7) is dominated
by (2.3), and it follows from Lemma 2.1 that (2.3) admits a unique positive ω-
periodic solution R∗(t, x) which is globally asymptotically stable in C([0, L], R),
the parabolic comparison theorem implies that R(t, x) is bounded on [0, σφ). Then
there is a constant B1 > 0 such that for any φ ∈ C+

τ , there exists a positive integer
l1 = l1(φ) > 0 satisfying R(t, x; φ) ≤ B1 for all t ≥ l1ω and x ∈ [0, L].

For any given φ ∈ C+
τ , let (R(t, x), u(t, x)) := (R(t, φ)(x), u(t, φ)(x)), t ≥ 0,

x ∈ (0, L). Set

R̄(t) =
∫ L

0

R(t, x)dx, ū(t) =
∫ L

0

u(t, x)dx.

Integrating the first equation of (1.7) on (0, L), by Greens formula, we obtain

dR̄

dt
=
∫ L

0

(
δ
∂2R

∂x2
− ν

∂R

∂x

)
dx − q

∫ L

0

f(R(t, x))u(t, x)dx

=
(

δ
∂R

∂x
− νR

)
(t, L) −

(
δ
∂R

∂x
− νR

)
(t, 0) − q

∫ L

0

f(R(t, x))u(t, x)dx

= νR(0)(t) − νR(t, L) − q

∫ L

0

f(R(t, x))u(t, x)dx

≤ νR(0)(t) − q

∫ L

0

f(R(t, x))u(t, x)dx, t > 0,
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i.e. ∫ L

0

f(R(t, x))u(t, x)dx ≤ 1
q

[
νR(0)(t) − dR̄

dt

]
, t > 0.

By the property of the fundamental solutions, there exists k0 > 0 such that∫ L

0

Γ(τ, x, y)f(R(t − τ, y))u(t − τ, y)dy ≤ k0

∫ L

0

f(R(t − τ, y))u(t − τ, y)dy

≤ k0

q

[
νR(0)(t − τ) − dR̄(t − τ)

dt

]
.

Integrating the second equation of (1.7) on (0, L) yields

dū

dt
=
∫ L

0

(
δ
∂2u

∂x2
− ν

∂u

∂x

)
dx − µ0

∫ L

0

u(t, x)dx

+
∫ L

0

∫ L

0

Γ(τ, x, y)f(R(t − τ, y))u(t − τ, y)dydx

= −νu(t, L)− µ0ū(t) +
∫ L

0

∫ L

0

Γ(τ, x, y)f(R(t − τ, y))u(t − τ, y)dydx,

≤ −νu(t, L)− µ0ū(t) +
k0

q

∫ L

0

[
νR(0)(t − τ) − dR̄(t − τ)

dt

]
dx

≤ −µ0ū(t) +
k0

q

∫ L

0

[
νR(0)(t − τ) − dR̄(t − τ)

dt

]
dx

= −µ0ū(t) +
k0

q
L

[
νR(0)(t − τ) − dR̄(t − τ)

dt

]

≤ −µ0ū(t) + k1 − k2
dR̄(t − τ)

dt
, t ≥ l1ω + τ,

where k1 = k0Lν · maxt∈[0,ω]{R(0)(t − τ)}/q and k2 = k0L/q.
On the other hand, since

eµ0t dū(t)
dt

=
d[eµ0tū(t)]

dt
− µ0e

µ0tū(t),

then

d[eµ0tū(t)]
dt

≤ k1e
µ0t − k2e

µ0t dR̄(t − τ)
dt

, t ≥ l1ω + τ. (2.5)

Integrating (2.5) by parts over [l1ω + τ, t], we can find a positive number k3, inde-
pendent of φ, and a positive number k4 = k4(φ), dependent on φ, such that

ū(t) ≤ k4(φ)e−µ0t + k3, t ≥ l1ω + τ.
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Since Γ(τ, ·, ·) and R(·, ·) are bounded, it follows from the second equation in (1.7)
that

∂u(t, x)
∂t

= δ
∂2u

∂x2
− ν

∂u

∂x
− µ0u(t, x) +

∫ L

0

Γ(τ, x, y)f(R(t − τ, y))u(t − τ, y)dy

≤ δ
∂2u

∂x2
− ν

∂u

∂x
− µ0u(t, x) + M1

∫ L

0

u(t − τ, y)dy

= δ
∂2u

∂x2
− ν

∂u

∂x
− µ0u(t, x) + M1ū(t − τ),

with some constant M1 > 0. By the standard parabolic comparison theorem, there
exists a positive number B2, independent of the initial value φ, and l2 = l2(φ) >

l1(φ) such that u(t, x; φ) ≤ B2 for any t ≥ l2ω + τ and x ∈ [0, L]. Therefore, we
have σφ = ∞ for each φ ∈ C+

τ .
Define the solution semiflow Φt = ut(·) : C+

τ → C+
τ , t ≥ 0. It is easy to

see that {Φt}t≥0 is an ω-periodic semiflow on C+
τ . By the above arguments, we

conclude that Φt : C+
τ → C+

τ is point dissipative. Moreover, Φt : C+
τ → C+

τ

is compact for each t > τ by [33, Theorem 2.2.6]. Then, by [6, Theorem 3.4.8],
Φt = ut(·) : C+

τ → C+
τ , t ≥ 0 has a global compact attractor.

3. Global Dynamics

In this section, we study the global dynamics of system (1.7). Note that system (1.7)
reduces to (2.3) for R̂ = R when u ≡ 0, it then follows from Lemma 2.1 that
(R∗(t, x), 0) is an ω-periodic solution of system (1.7). Linearizing system (1.7) at
(R∗(t, x), 0), we obtain the following linear system:


∂S

∂t
= δ

∂2S

∂x2
− ν

∂S

∂x
− µ0S

+
∫ L

0

Γ(τ, x, y)f(R∗(t − τ, y))S(t − τ, y)dy, t > 0, x ∈ (0, L),

νS(t, 0) − δ
∂S

∂x
(t, 0) = νR(0)(t),

∂S

∂x
(t, L) = 0, t > 0,

S(s, x) = ϕ(s, x), s ∈ [−τ, 0], x ∈ (0, L).

(3.1)

Let Y = C([0, L], R) and Y
+ = C([0, L], R+). For τ ≥ 0, define E = C([−τ, 0], Y)

with the norm ‖ϕ‖ = maxθ∈[−τ,0] ‖ϕ(θ)‖Y, ∀ϕ ∈ E , and E+ = C([−τ, 0], Y+). Then
(E , E+) is a strongly ordered Banach space. By similar arguments as [12, Sec. 3],
it follows that for any ϕ ∈ E+, system (3.1) has a unique mild solution S(t, x; ϕ)
with S0(·, ·; ϕ) = ϕ and St(·, ·; ϕ) ∈ E+ for all t ≥ 0. Moreover, S(t, x; ϕ) is a classic
solution when t > τ and the comparison theorem holds for (3.1).

1950065-9

In
t. 

J.
 B

io
m

at
h.

 2
01

9.
12

. D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 w
w

w
.w

or
ld

sc
ie

nt
if

ic
.c

om
by

 U
N

IV
E

R
SI

T
Y

 O
F 

E
L

E
C

T
R

O
N

IC
 S

C
IE

N
C

E
 A

N
D

 T
E

C
H

N
O

L
O

G
Y

 O
F 

C
H

IN
A

 o
n 

09
/2

9/
19

. R
e-

us
e 

an
d 

di
st

ri
bu

tio
n 

is
 s

tr
ic

tly
 n

ot
 p

er
m

itt
ed

, e
xc

ep
t f

or
 O

pe
n 

A
cc

es
s 

ar
tic

le
s.



August 26, 2019 14:49 WSPC S1793-5245 242-IJB 1950065

W. J. Pu et al.

Define the Poincaré map of (3.1) P : E → E by P (ϕ) = Sω(ϕ) for all ϕ ∈ E ,
where Sω(ϕ)(s, x) = S(ω + s, x; ϕ) for all (s, x) ∈ [−τ, 0] × [0, L], and S(t, x; ϕ) is
the solution of (3.1) with S(s, x) = ϕ(s, x). By similar arguments to [12, Sec. 2],
we can show that S(t, x; ϕ) > 0 for t > τ, x ∈ [0, L], ϕ ∈ E+ with ϕ �≡ 0, and hence
St(·, ·; ϕ) is strongly positive for t > 2τ . Moreover, St(·, ·; ϕ) is compact on E+ for
all t > τ . Thus there exists an integer n0 > 2τ

ω , such that Pn0 = Sn0ω is compact
and strongly positive. Let r0 = r(P ) be the spectral radius of P . It follows from
[14, Lemma 3.1] that r0 > 0 is a simple eigenvalue of P having a strong positive
eigenvector φ̄ ∈ Int(E+), and the modulus of any other eigenvalue is less than r0.

Lemma 3.1. Let λ = − 1
ω ln r0. Then there exists a positive ω-periodic function

v(t, x) such that e−λtv(t, x) is a solution of (3.1).

Proof. By the definitions of r0 and φ̄, we have Pφ̄ = r0φ̄. Let S(t, x; φ̄) be the
solution of (3.1) with S(s, x) = φ̄(s, x) for all (s, x) ∈ [−τ, 0]× (0, L). Since φ̄ 
 0,
then S(·, ·; φ̄) 
 0. Let λ = − 1

ω ln r0 and v(t, x) = eλtS(t, x; φ̄) for all t ≥ −τ, x ∈
(0, L). Then r0 = e−λω and v(t, x) > 0 for all t ≥ −τ, x ∈ (0, L). Moreover,

∂v(t, x)
∂t

= eλt ∂S(t, x; φ̄)
∂t

+ λeλtS(t, x; φ̄)

= eλt

[
δ
∂2S(t, x; φ̄)

∂x2
− ν

∂S(t, x; φ̄)
∂x

− µ0S(t, x; φ̄)

+
∫ L

0

Γ(τ, x, y)f(R∗(t − τ, y))S(t − τ, y; φ̄)dy

]
+ λv(t, x)

= δ
∂2v(t, x)

∂x2
− ν

∂v(t, x)
∂x

− µ0v(t, x)

+ eλτ

∫ L

0

Γ(τ, x, y)f(R∗(t − τ, y))v(t − τ, y)dy + λv(t, x),

for all (t, x) ∈ (0,∞)× (0, L). Thus, v(t, x) is a solution of the following ω-periodic
equation:


∂v(t, x)
∂t

= δ
∂2v

∂x2
− ν

∂v

∂x
− µ0v + eλτ

∫ L

0

Γ(τ, x, y)

× f(R∗(t − τ, y))v(t − τ, y)dy + λv, t > 0, x ∈ (0, L),

νv(t, 0) − δ
∂v

∂x
(t, 0) =

∂v

∂x
(t, L) = 0, t > 0,

v(s, x) = eλsφ̄(s, x), s ∈ [−τ, 0], x ∈ (0, L).

(3.2)
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For any θ ∈ [−τ, 0], x ∈ (0, L), we have

v(ω + θ, x) = eλ(ω+θ) · P (φ̄)(θ, x) = eλ(ω+θ) · r0φ̄(θ, x) = eλθS(θ, x; φ̄) = v(θ, x).

Therefore, v0(θ, ·) = vω(θ, ·) for all θ ∈ [−τ, 0], and hence, the existence and unique-
ness of solutions of (3.2) imply that v(t, x) = v(t + ω, x), ∀t ≥ −τ, x ∈ (0, L),
i.e. v(t, x) is an ω-periodic solution of (3.2). Clearly, e−λtv(t, x) is a solution
of (3.1).

Before proving the main result on the threshold dynamics of system (1.7), we
need the following lemma.

Lemma 3.2. Suppose (R(t, x; φ), u(t, x; φ)) is the solution of system (1.7) with
initial data φ = (R0, u0) ∈ C+

τ .

(i) If there exists some t0 ≥ 0 such that u(t0, ·; φ) �≡ 0, then u(t, x; φ) > 0 for all
t > t0 and x ∈ [0, L];

(ii) For any φ ∈ C+
τ , we have R(t, ·; φ) > 0, ∀t > 0 and

lim inf
t→∞ R(t, x; φ) ≥ η,

uniformly for x ∈ [0, L], where η is a positive constant.

Proof. From Theorem 2.2 and the second equation of (1.7), it is easy to see that
u(t, x; φ) satisfies



∂u(t, x)
∂t

≥ δ
∂2u

∂x2
− ν

∂u

∂x
− µ0u, t > 0, x ∈ (0, L),

νu(t, 0) − δ
∂u

∂x
(t, 0) =

∂u

∂x
(t, L) = 0, t > 0.

If u(t0, ·; φ) �≡ 0 for some t0 ≥ 0, it then follows from the parabolic maximum
principle that u(t, x; φ) > 0 for all t > t0, x ∈ [0, L]. Thus, part (i) holds.

By Theorem 2.2, there is a constant B > 0 such that u(t, x) ≤ B for t > 0 and
x ∈ [0, L]. In view of (1.4), there exists M > 0 such that 0 ≤ f(R) ≤ MR, ∀R ≥ 0.
Set d := qBM . Let v(t, x; φ) be the solution of



∂v(t, x)
∂t

= δ
∂2v

∂x2
− ν

∂v

∂x
− dv, t > 0, x ∈ (0, L),

νv(t, 0) − δ
∂v

∂x
(t, 0) = νR(0)(t),

∂v

∂x
(t, L) = 0, t > 0,

v(0, x) = φ1(0, x), x ∈ (0, L).

(3.3)

By similar arguments to [26, Proposition 2.1], we can show that system (3.3) admits
a unique positive ω-periodic solution v∗(t, x) which is globally attractive in Y

+.
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In view of the comparison principle, it follows that

R(t, x; φ) ≥ v(t, x; φ1), t > 0, x ∈ [0, L].

Furthermore, by the maximum principle, we have

lim inf
t→∞ R(t, x; φ) ≥ inf

t∈[0,ω],x∈[0,L]
v∗(t, x) uniformly for x ∈ [0, L],

where v∗(t, x) is the unique positive ω-periodic solution of (3.3). Thus, part (ii) is
proved.

Theorem 3.3. Let (R(t, x; φ), u(t, x; φ)) be the solution of (1.7) with the initial
data φ = (R0, u0) ∈ C+

τ . Then the following statements hold :

(i) If r0 < 1, then

lim
t→∞(R(t, x; φ) − R∗(t, x)) = 0 and lim

t→∞ u(t, x) = 0

uniformly for x ∈ [0, L], where R∗(t, x) is defined in Lemma 2.1;
(ii) If r0 > 1, then system (1.7) admits at least one positive ω-periodic solution

(R̃(t, x), ũ(t, x)), and there exists ζ > 0 such that for any φ ∈ C+
τ with u0(0, ·) �≡

0, we have

lim inf
t→∞ (R(t, x; φ), u(t, x; φ)) ≥ (ζ, ζ)

uniformly for all x ∈ [0, L].

Proof. (i) In the case where r0 < 1, we have λ = − 1
ω ln r0 > 0 by Lemma 3.1.

Consider the following system with parameter ε > 0:


∂uε

∂t
= δ

∂2uε

∂x2
− ν

∂uε

∂x
− µ0uε +

∫ L

0

Γ(τ, x, y)

× f(R∗(t − τ, y) + ε)uε(t − τ, y)dy, t > 0, x ∈ (0, L),

νuε(t, 0) − δ
∂uε

∂x
(t, 0) =

∂uε

∂x
(t, L) = 0, t > 0,

uε(s, x) = ϕ(s, x), s ∈ [−τ, 0], x ∈ (0, L).

(3.4)

Define the Poincaré map of (3.4) Pε : E → E by Pε(ϕ) = uε,ω(ϕ) for ϕ ∈ E , where
uε,ω(ϕ)(s, x) = uε(ω+s, x; ϕ), ∀(s, x) ∈ [−τ, 0]× [0, L], and uε(t, x; ϕ) is the solution
of (3.4) with uε(s, x) = ϕ(s, x) for (s, x) ∈ [−τ, 0] × (0, L). Let rε = r(Pε) be the
spectral radius of Pε. Thus, we can conclude from r0 < 1 that there exists a sufficient
small positive number ε1 such that rε < 1 for all ε ∈ [0, ε1). Fix ε ∈ (0, ε1), we have
λε = − 1

ω ln rε > 0. In view of Lemma 3.1, there exists an ω-periodic function v∗ε (t, x)
such that uε(t, x) = e−λεtv∗ε (t, x) is a solution of (3.4). In particular, v∗ε (t, x) > 0
for any t ∈ R and x ∈ [0, L].
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Note that R(t, x) satisfies


∂R(t, x)
∂t

≤ δ
∂2R(t, x)

∂x2
− ν

∂R(t, x)
∂x

, t > 0, x ∈ (0, L),

νR(t, 0) − δ
∂R

∂x
(t, 0) = νR(0)(t),

∂R

∂x
(t, L) = 0, t > 0.

(3.5)

By the parabolic comparison principle and Lemma 2.1, it follows that there exists
an integer k > 0 such that R(t, x; φ) ≤ R∗(t, x) + ε, ∀t ≥ kω, x ∈ [0, L], ε > 0.
Therefore, for t ≥ kω, we have



∂u

∂t
≤ δ

∂2u

∂x2
− ν

∂u

∂x
− µ0u +

∫ L

0

Γ(τ, x, y)

× f(R∗(t − τ, y) + ε)u(t − τ, y)dy, t ≥ kω, x ∈ (0, L),

νu(t, 0) − δ
∂u

∂x
(t, 0) =

∂u

∂x
(t, L) = 0, t ≥ kω.

(3.6)

Given φ ∈ C+
τ , since u(t, x; φ) is globally bounded, then there exists some α > 0

such that u(t, x; φ) ≤ αe−λεtv∗ε (t, x), ∀ t ∈ [kω, kω + τ ], x ∈ [0, L]. Therefore, the
comparison theorem for abstract functional differential equation [17, Proposition
3] can be applied to (3.6) and (3.4) to obtain u(t, x; φ) ≤ αe−λεtv∗ε (t, x), ∀ t ≥
kω + τ , which implies limt→∞ u(t, x; φ) = 0 uniformly for x ∈ [0, L] due to
λε > 0. Therefore, the equation for R in system (1.7) is asymptotic to the fol-
lowing equation:


∂R

∂t
= δ

∂2R

∂x2
− ν

∂R

∂x
, t > 0, x ∈ (0, L),

νR(t, 0) − δ
∂R

∂x
(t, 0) = νR(0)(t),

∂R

∂x
(t, L) = 0, t > 0.

(3.7)

Lemma 2.1 implies that R∗(t, x) is a global attractive solution of (3.7). Next, we
show that limt→∞ R(t, x; φ) = R∗(t, x) uniformly for x ∈ [0, L] by the theory of
internally chain transitive sets (see, e.g. [8, 35, 38]).

Let P = Φω : C+
τ → C+

τ be the Poincaré map of (1.7), and J = ω̄(φ) be the
omega limit set of φ ∈ C+

τ for P, i.e.

J =
{

(φ∗
1, φ

∗
2) ∈ C+

τ : ∃{nk} → ∞ such that lim
k→∞

Pnk(φ1, φ2) = (φ∗
1, φ

∗
2)
}

.

By [8, Lemma 2.1] (or see [38, Lemma 1.2.1′]), it follows that J is a compact,
invariant and internally chain transitive set for P. Since lim

t→∞u(t, x; φ) = 0 uniformly

for x ∈ [0, L], then there exists a set J1 ⊂ E+ such that J = J1 × {0̂}. By Lemma
3.2, we have 0̂ �∈ J1.
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For any ϕ ∈ E+, let R(t, x; ϕ(0, ·)) be the solution of (3.7) with initial value
R(0, x) = ϕ(0, x). Define

Rt(θ, x; ϕ) =

{
R(t + θ, x; ϕ(0)), t + θ > 0, t > 0, θ ∈ [−τ, 0],

ϕ(t + θ, x), t + θ ≤ 0, t > 0, θ ∈ [−τ, 0].

Then Rt defines a solution semiflow of (3.7) on E+. Let P̃ = Rω(ϕ). It then follows
from Lemma 2.1 that ω̄(ϕ) = {R∗

0}, where ω̄(ϕ) denotes the omega limit set for
P̃ , and R∗

0 ∈ E+ is defined by R∗
0(θ, ·) = R∗(θ, ·) for θ ∈ [−τ, 0]. Since P(J) = J

and u(t, x; (R0, 0̂)) ≡ 0, we have P(J) = P̃ (J1) × {0̂} = J1 × {0̂}, and hence,
P̃ (J1) = J1. Consequently, J1 is an internally chain transitive set for P̃ . According
to Lemma 2.1 and above discussion, we know that {R∗

0} is globally attractive in
E+. It then follows from [8, Theorem 3.1] that J1 = {R∗

0}. Thus, J = {(R∗
0, 0̂)}. By

the definition of J , we have

lim
t→∞ ‖(R(t, ·; φ), u(t, ·; φ)) − (R∗(t, ·), 0)‖ = 0.

(ii) In the case where r0 > 1, we have λ = − 1
ω ln r0 < 0. Let

W0 = {(R0, u0) ∈ C+
τ : u0 �≡ 0} and

∂W0 = C+
τ \W0 = {(R0, u0) ∈ C+

τ : u0 ≡ 0}.
By Lemma 3.2, we have u(t, x; φ) > 0 for any φ ∈ W0, t > 0 and x ∈ [0, L]. It follows
that Φk

ω(W0) ⊆ W0, ∀ k ∈ N. Let M∂ = {φ ∈ ∂W0 : Φk
ω(φ) ∈ ∂W0, ∀ k ∈ N}

and J(φ) be the omega limit set of the orbit γ+(φ) = {Φk
ω(φ) : ∀ k ∈ N}. Set

M = (R∗
0, 0̂). For any given φ ∈ M∂, we have Φk

ω(φ) ∈ ∂W0, ∀ k ∈ N. Thus
u(t, ·; φ) ≡ 0, ∀ t ≥ 0. Therefore, it follows from Lemma 2.1 that limt→∞ ‖R(t, ·;
φ) − R∗(t, ·)‖ = 0. Thus, we have J(φ) = {M} for any φ ∈ M∂ .

Consider the following system:


∂uρ(t, x)
∂t

= δ
∂2uρ(t, x)

∂x2
− ν

∂uρ(t, x)
∂x

− µ0u
ρ(t, x) +

∫ L

0

Γ(τ, x, y)

× f(R∗(t − τ, y) − ρ)uρ(t − τ, y)dy, t > 0, x ∈ (0, L),

νuρ − δ
∂uρ

∂x
(t, 0) =

∂uρ

∂x
(t, L) = 0, t > 0,

uρ(s, x) = ϕ(s, x), s ∈ [−τ, 0], x ∈ [0, L].

(3.8)

Define the Poincaré map of (3.8) Pρ : E → E by Pρ(ϕ) = uρ
ω(ϕ), where

uρ
ω(ϕ)(s, x) = uρ(ω + s, x; ϕ) for (s, x) ∈ [−τ, 0] × [0, L], and uρ(t, x; ϕ) is the

solution of (3.8) with uρ(s, x) = ϕ(s, x) for all s ∈ [−τ, 0], x ∈ [0, L]. Since r0 > 1,
there exists a sufficiently small positive number ρ1 such that rρ = r(Pρ) > 1 for all
ρ ∈ [0, ρ1), where r(Pρ) is the spectral radius of Pρ. Fix a ρ̄ ∈ (0, ρ1). By the con-
tinuous dependence of solutions on the initial value, there exists ρ0 ∈ (0, ρ1) such
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that

|(R(t, x; φ), u(t, x; φ)) − (R∗(t, x), 0)| < ρ̄, ∀ t ∈ [0, ω], x ∈ [0, L] (3.9)

if |φ(s, x) − (R∗(s, x), 0)| < ρ0, ∀s ∈ [−τ, 0], x ∈ [0, L]. We now prove the following
claim.

Claim. M is a uniform weak repeller for W0 in the sense that

lim sup
k→∞

‖Φk
ω(φ) − M‖ ≥ ρ0, ∀φ ∈ W0.

Suppose by contradiction, there exists φ0 ∈ W0 such that

lim sup
k→∞

‖Φk
ω(φ0) − M‖ < ρ0.

Then there exists k0 ∈ N such that |R(kω + s, x; φ0) − R∗(kω + s, x)| < ρ0 and
|u(kω + s, x; φ0)| < ρ0 for all k ≥ k0, s ∈ [−τ, 0] and x ∈ [0, L]. It follows from (3.9)
that R(t, x; φ0) > R∗(t, x) − ρ̄ and

0 < u(t, x; φ0) < ρ̄, (3.10)

for any t > k0ω and x ∈ [0, L]. Then u(t, x; φ0) satisfies


∂u(t, x)
∂t

≥ δ
∂2u(t, x)

∂x2
− ν

∂u(t, x)
∂x

− µ0u(t, x) +
∫ L

0

Γ(τ, x, y)

× f(R∗(t − τ, y) − ρ̄)u(t − τ, y)dy, t ≥ (k0 + 1)ω, x ∈ (0, L),

νu(t, 0) − δ
∂u

∂x
(t, 0) =

∂u

∂x
(t, L) = 0, t ≥ (k0 + 1)ω,

(3.11)

Let ϕ̄ ∈ E be the positive eigenfunction of Pρ̄ associated with rρ̄ and λρ̄ =
− 1

ω ln rρ̄ < 0. Since u(t, x; φ0) > 0 for all t > τ , x ∈ [0, L], then there exists a
ξ > 0 such that

u((k0 + 1)ω + s, x; φ0) ≥ ξϕ̄(s, x), ∀ s ∈ [−τ, 0], x ∈ [0, L].

It follows from (3.11) and the comparison principle that

u(t, x; φ0) ≥ ξuρ̄(t − (k0 + 1)ω, x; ϕ̄) ∀ t ≥ (k0 + 1)ω, x ∈ [0, L].

Therefore, we have

u(kω, x; φ) = ξuρ̄((k − k0 − 1)ω, x; ϕ̄)

= ξ(rρ̄)(k−k0−1)ϕ̄(0, x) → +∞ as k → +∞,

which is a contradiction to (3.10).
By the above claim, M is an isolated invariant set for Φω in W0, and WS(M)∩

W0 = ∅, where WS(M) is the stable set of M . By the acyclicity theorem on uniform
persistence for maps (see, e.g. [38, Theorem 1.3.1 and Remark 1.3.1]), we have that
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Φω : C+
τ → C+

τ is uniformly persistent with respect to (W0, ∂W0), i.e. there exists
a ς̃ > 0 such that

lim inf
k→∞

d(Φk
ω(φ), ∂W0) ≥ ς̃ , ∀φ ∈ W0.

It then follows from [38, Theorem 3.1.1] that the periodic semiflow Φt : C+
τ → C+

τ

is also uniformly persistent with respect to (W0, ∂W0). Since Pn0 is compact,
where n0 = min{n ∈ N, nω > 2τ}, it follows from [16, Theorem 4.5] with ρ(x) =
d(x, ∂W0) that P : W0 → W0 has a global attractor A0 and system (1.7) has an
ω-periodic solution (R̃(t, ·), ũ(t, ·)) with (R̃t(·)(·), ũt(·)(·)) ∈ W0.

In order to prove the practice uniform persistence, we use the arguments similar
to [15, Theorem 4.1] or [35, Theorem 4.3]. Define a continuous function p : C+

τ →
[0,∞) by

p(φ) := min
x∈[0,L]

φ2(0, x), ∀φ = (φ1, φ2) ∈ C+
τ .

Since A0 = P(A0) = Φω(A0), we have that φ2(0, ·) > 0 for all φ ∈ A0. Let
B0 :=

⋃
t∈[0,ω] Φt(A0). It then follows that B0 ⊂ W0 and limt→∞ d(Φt(φ),B0) = 0

for all φ ∈ W0. Since B0 is a compact subset of W0, we have minφ∈B0 p(φ) > 0.
Thus, there exists a ζ∗ > 0 such that lim inft→∞ u(t, ·; φ) ≥ ζ∗. Furthermore, in
view of Lemma 3.2, there exists a 0 < ζ < ζ∗ such that

lim inf
t→∞ (R(t, ·; φ), u(t, ·; φ)) ≥ (ζ, ζ), ∀φ ∈ W0,

that is, the persistence statement in (ii) is proved. This completes the proof.

4. Discussion

In this paper, we study an unstirred chemostat model of a single species consuming
single resource, where the input concentration of nutrient is time-dependent func-
tion reflecting the seasonal or daily changes, and time delay in the growth response
accounts for time which laps between uptake of nutrient and the assimilation of
nutrient into viable biomass. For system (1.7) modeling the dynamics of single
population, we first investigate the existence and uniqueness of solution by appeal-
ing to the theory of semigroup, then establish a threshold type result on the global
dynamics in terms of the principal eigenvalue of the Poincaré map. The results have
enriched the theoretical study of chemostat model to some extent.

The chemostat plays an important role in bioprocessing, such as ecology, micro-
biology, chemical engineering, and so forth. The model that we propose and analyze
here may be quite naturally exposed in many real-world phenomena, for instance, in
chemostats simplest form, the system approximates conditions for plankton growth
in lakes with limiting nutrient. The influence of seasonal change and time delay
on plankton growth is obvious, so it is necessary to consider these factors. Note
that mixed microbial cultures are very common, then it is natural to model and
study the microbial competition for limiting nutrients. We will consider two-species
competition chemostat model with time delay as our further work.
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Abstract: In recent years, the common solution of pell equations is a hot field in indefinite equations. For 

example, the equations 1) mentioned in the paper. However, due to the diverse forms of such equations, 

many scholars have done more studies on the smaller values of k and m, and the main conclusions are 

focused on the estimation of solutions under some special forms of D1 and the specific values of D. So there 

is a lot of room for studying these kinds of equations. In this paper, we studied the common solution of the 

system of indefinite equations 2) mentioned in this paper by using the elementary method and the 

recursive property of solution sequence. If D is the case in this paper, the common solution of the equations 

is given. 

Key words: The system of indefinite equations, pell equation, integer solution, common solution, odd 
prime. 

1. Introduction

The Diophantine equation is the oldest branch in number theory, whose content is extremely abundant,

and it has close connections with the algebraic number theory, the algebraic geometry, the combinatorics 

and so on. In the recent 30 years, this field also has developed too much. In such fields as the information 

encoding theory, the algebraic number theory and the diophantine analysis theory, many types of the 

results of higher diophantine equation are used, which make it necessary for us to study some basic types 

of the solutions of higher diophantine equation. We are familiar to study some basic types of the simple 

diophantine equation and quadratic diophantine equation, while with the solution of higher diophantine 

equation, there is no general conclusion, so it needs further discussing. 

  The Diophantine equation not only developed actively itself, but also was apply to else fields of 

Discerete Mathematics. It plays an important role in people’s study and research to solve the actual 

problems. So many researchers study the Diophantine equation extensively and highly in the domestic and 

abroad. Along with the development of the Diophantine equation, Algebraic Number Theory obtained the 

first formation and developments. Currently, Algebracic Number Theory has become a branch of 

mathematics with abundant contents, is also an important tool of studying of the Diophantine equation. 

In recent years, the common solution of pell equations 

2 2

1

2 2

x D y k

y Dz m

  


 
(1) 
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is a hot field in indefinite equations. The main conclusions  are as follows: 

1) When k=1 and m=1,

the research results of the system focus on the scope and estimation of the solution, and the main 

conclusions are shown in [1], [2].  

2) When k=1 and m=4,

a) If 1D =2, for the solution of the system, the main conclusion is shown in [3]-[10]; 

b) If 1D =6, it is shown in [11]-[15]; 

c) If 1D =10 , it is shown in the main conclusion [16]. 

d) If 1D =12, it is shown in the main conclusion [17]-[19]. 

e) If 1D =30, it is shown in the main conclusion [20]. 

3) When k=1 and m=25,

a) If 1D =23, the situation of the system is discussed in [21]. 

However, the pell equations 

2 2

*

2 2

( 1)
( )

4

x k k y k
k

y Dz

   


  , 

is one of the kind of the equations (1). When k=2, it is shown in [11]-[15], when k=3, it is shown in the main 

conclusion [17]-[19]. In this paper, we deal with the case of k=4, namely 

2 2

2 2

20 1

4

x y

y Dz

  


 
(2)

And the following conclusions are obtained: 

Theorem If 31 2 4

1 2 3 42 ,tD p p p p
  

  where 0s  or  1, 1 4sp s  are distinct odd primes, t is a 

positive integer, and the solution of the indefinite system (1) is as follows: 

a) D=2×7×23, the system (2) has non-trivial solutions (x, y, z)=(±2889, ±646,±36);

b) D=23×7×23, the system (2) has non-trivial solutions (x, y, z)=(±2889, ±646,±18);

c) D=25×7×23, the system (2) has non-trivial solutions (x, y, z)=(±2889, ±646,±9).

d) When 1,3,5t  , the system (2) only has trivial solutions (x, y, z) =(±9, ±2,0).

2. Preliminaries

Lemma 1 [18] If p is an odd prime number, then the diophantine equation x4-py2=1 has no other positive

integer solution except p=5, x=3, y=4 and p=29, x=99, y=1820. 

Lemma 2 [18] If a is a square number and a >1, the equation 
4 2 1ax by   has only one positive 

integer solution. 

Lemma 3 [18] If D is a non-square positive integer, then 
4 4 1x Dy   has at most two positive integer 

solutions. And the sufficient and necessary condition for the equation to have two groups of solutions is that 

D=1785 or D=28560, or that 2x0 and 2y0 are squares, where (x0, y0) is the fundamental solution of the 

equation. 

Lemma 4 If xn, yn is any integer solution of Pell equation x2-104y2=1, then xn, yn has the following 

properties: 
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     

   

2

1 1

2

2 2

1 1

2 1 2 1

0 1 0 1

1 1

2 2

2

(I) 4

(II) 2 , 2 1;

(III) 9 40 , 2 9 ,

18 , 18 ,

1, 5 0, 2

(IV) , 1, , 1, , 2;

V 1 mod9 , 0 mod9 ;

n n n

n n n n n

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n

n n

n

y y y

y x y x x

x x y y x y

x x x y y y

x x y y

x y x x y y

x y

x

 

 

   

 



 

  

   

   

   

  

  

 

 

 

    

    ， ；

（ ）  

       

   

1 2 1

2 2 1

0 mod9 , 2 mod9 ;

0 mod 4 ,  2 mod 4 .

n

n n

y

y y





  

     

Lemma 5 If ( x1, y1) is the fundamental solution of Pell equation x2-20y2=1, and all integer solutions are 

(xn, yn),n∈Z. For any (xn, yn),it has the following properties: 

a) xn is square if and only if n=0;

b) 
5

nx is square if and only if n=±1; 

c) 
2

ny  is square if and only if n=0, 1. 

3. Proof of Theorem

Proof: Since the fundamental solution of Pell equation x2-20y2=1 is    1 1, 9,2x y  , all integer solutions of 

pell equation are  20 9 2 20 , Z.
n

n nx y n    Thus: 

If    , , , ,n nx y z x y z  is the integer solution to (2), then n  ,

    2 2 2 2 2 2

1 14 4 20 81 4 9 2 9 2n n n n n n n n n n n ny y x y y x y x y x y y           (3) 

By (2) 
2 2 4nDz y 

Then 

2

1 1n nDz y y  (4) 

case1 Let n  be odd, might as well  2 1, Zn m m   , At this point, equation (4) becomes:

2

1 1 2 2 2 1 14n n m m m m m mDz y y y y x y x y       (5) 

case1. 1 Let m  be odd, might as well  *2 ,m r r  , At this point, equation (5) becomes: 

2

2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 24 8r r r r r r r r rDz x y x y x y x x y    
(6) 

case 1.1.1 Let r be odd, might as well
  2 1,r u u Z   ，At this point, equation (5) becomes： 
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2

4 3 4 3 4 2 2 1 2 18 u u u u uD z x y x x y        (7) 

From lemma 5, 2 1 4 3 2 1 4 3
4 2, , , ,

9 9 2 2

u u u u
u

x x y y
x   


are two relatively prime, and 2 1 4 3,

2 2

u uy y  are odd,

2 1 4 3
4 2 , ,

9 9

u u
u

x x
x  


are odd, namely 2 1 4 3 2 1 4 3

4 2, , , ,
9 9 2 2

u u u u
u

x x y y
x   


are two relatively odd prime.

From lemma 5, that, if and only if u=0, 1, 2 1

9

ux  is a square, and if and only if u=1, 4 3

9

ux  is a square; For 

any l∈Z, x4u-2, 4 1

2

uy  it's not a square number. If and only if u=1, 2 1 4 3,
2 2

u uy y  all are a square number. So if 

u≠0,1, 2 1 4 3 2 1 4 3
4 2, , , ,

9 9 2 2

u u u u
u

x x y y
x   


does not equal 0,1, it's not a square number. 

When u=0, equation (7) is 

2 5 2 3 3
22 9

9 2

x y
Dz x     (8) 

However, 3 3
2

2889 646
161=7 23, =3 107 17 19

9 9 2 2

x y
x       ，

Therefore, the right hand side of (8) contains six different odd prime Numbers, so formula (8) does not 

hold, and the system (2) has no solution. 

When u = 1,

   
2 2

2 3 2 2 5 4 2 2 3 2 5 4

1 1 2 1 18 2 9 2 161=2 3 7 23=2 7 23 2 3 2 7 23 2 3 2 7 23 3Dz x y x x y                    
. 

So when D=2×7×23, the system (2) has a nontrivial solutions (x, y, z) = (±2889,±646,±36); D=23×7×23, 

(2) has a nontrivial solution (x, y, z) = (±2889,±646,±18), when D=23×7×23, (2) has a nontrivial solution

(x, y, z) = (±2889,±646,±9). 

case 1.1.2 If r is even, let  2 ,r v v  , then equation (5) can be written into

2

4 1 4 1 4 2 2 4 1 4 1 4 28 16v v v v v v v v v v vDz x y x x y x y x x x y     (9) 

From lemma 5, when v is even, 4 1 4 1
4 2, , , , ,

9 2 18

v v v
v v v

x y y
x x x  are two relatively prime, when v is odd

4 1 4 1
4 2, , , , ,

9 2 9 2

v v v v
v v

x y x y
x x  are two relatively prime. And when v is odd, 4 1 4 1

4 2, , , , ,
2 9 9 9

v v v v
v v

y x x x
x x  all are odd; 

when v is even, 4 1 4 1
4 2, , , ,

2 9 2

v v v
v v

y x x
x x  all are odd; 

From lemma 5, if and only if v=0, 4 1
4 2, , ,

5

v
v v v

x
x x x

2 1

51

ux  are squares, and if and only if v=±1,
5

vx
is a 

square; For any v∈Z, x4u-2, 4 1

2

vy  is not square. If and only if v=0, 1, 
2

vy
is a square. So if v ≠0 and v is even
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4 1 4 1
4 2, , , ,

9 2

v v
v v v

x y
x x x   are not squares. At this point, they have at least five different odd prime Numbers, 

so formula (9) is not true, so when u≠0,1, the system (2) has no solution. 

When v≠±1 and v is odd, 4 1 4 1
4 2, , , ,

9 9 2

v v v
v v

x x y
x x   are not squares. At this point, they have at least five

different odd prime Numbers, so formula (9) is not true, so when u≠0,1, the system (2) has no solution. So 

when v≠0, v≠±1 and v is even, the system (2) has no solution. 

When v=0, (9) can be written into 2 3

0 0 1 116 0Dz x y x y       , thus z=0, At this point, the system (2), only 

has ordinary solutions (x, y, z)= (±9,±2, 0). 

When v=1, (9) can be written into 
2 3

3 3 4 2 1 1

6 5

16 16 3 107 2 17 19 47 1103 7 23 9 2

2 3 7 17 19 23 47 107 1103

Dz x y x x x y                  

        

, 

The right hand side of the above equation contains eight odd prime Numbers, so the above formula is 

impossible. Therefor when v=1, the system (2) has no common solution. 

When v=-1, 

2 2 2 5 5
5 5 4 2 1 1 2 4

2 2

6 4

6 4

16 16 9 2
9 2

930249 208010
16 9 2 161 51841

9 2

=2 3 7 23 47 1103 41 2521 5 11 31 61

2 3 5 7 11 23 31 41 47 61 1103 2521

x y
Dz x y x x x y x x            

      

          

           

   

Therefore, the right hand side of the above equation contains ten odd prime Numbers, so the above 

formula is impossible. Therefor when v=-1, the system (2) has no common solution. 

case 1.2 If m is odd, modelled on the case 1.1, it can be proved that the equation (2) is only the common 

solution (x, y, z)= (±9,±2,0). 

case2 If n is even, by lemma 4,  1 1 1 mod 2n ny y   , the right-hand side of equation (4) is odd, while the 

left-hand side is even in the form of D, so the system (2) has no common solution. 

4. Summary and Prospect

In this paper, we have gotten the solutions of  the following equations

2 2

*

2 2

( 1)
( )

4

x k k y k
k

y Dz

   


  , 

When k=4 and 31 2 4

1 2 3 42tD p p p p
  

 ，where 0s  or 1  1 4s  . And we can go on and talk about the

solutions to this system when k > 4, and D is some other form. So there is a lot of room for studying these 

kinds of equations.  

Due to the diverse forms of such equations, many scholars have done more studies on the smaller values 

of k and m, and the main conclusions are focused on the estimation of solutions under some special forms of 

D1 and the specific values of D. We need more powerful ways of finding common solutions to more forms of 

equations. 
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Abstract: Let p is a prime, we studied the the generalized Lebesgue-Ramanujan-Nagell equation. By using 

the elementary method and algebraic number theory, we obtain one necessary condition which the 

equation has integer solutions and some sufficient conditions which the equation has no integer solution. 1). 

Let x be an odd number, one necessary condition which the equation has integer solutions is that 2n(p-1)
-1/p

contains some square factors. 2). Let x be an even number, when n=pk(k≥1), all integer solutions for the 

equation are (x,y)=(0,4k); when n=pk+(p-1)/2(k≥0), all integer solutions are (±2pk+(p-1)/2
,2

2k+1); when 

n≡1,2,3,…,(p-3)/2, (p+1)/2,…,p-1(modp), the equation has no integer solution. 

Key words: Exponential Diophantine equation, integer solutions, integer ring, algebraic number theory. 

1. Introduction

Let N, Z be the set of all positive integers and all integers respectively. In this paper, we deal with the

solutions  ,x y of diophantine equation

2 mAx B y  ,  1 mod 2m  , 1m  , , , Nx y m (1) 

where A ,B are positive integers and A is nonsquare. Some special cases of (1) have been settled. When A=1, 

B=1 lebsgue [1] has proved that (1) has no integer solution, when 2, 1, 5A B n   , Nagell [2] has 

proved that (1) has only integer solutions    , 11,3x y   ; When 1, 4 , 7nA B m   , and n=1, 2, 3, 4 (see 

[3]-[6]), it has been proved that (1) has no integer solution. 

However, when
kB c ，it is more difficult to solve it. In particular, when 

kB p , It is a hot research field 

recently. And, at present these research results were achieved as follow: 

1) When p=2, Cohn[1,2]，Arif and Abu Muriefah[3], Le[4] have gotten all solutions of the equation

 2 2 ,gcd , 1, 2m nx y x y n    :

 When m is odd, the equation has only two solutions    , , , 5,3,1,3x y m n 
 

and  7,3,5,4 .

 When m is even, the equation has only one solution    , , , 11,5,2,3x y m n  .

2) When p=3, Cohn[1,2]，Arif and Abu Muriefah[5,6],luca[7],Tao[8] have gotten all solutions of the
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equation 
2 3 ( , ) 1, 2m nx y x y n   ， .

3) When p=5, Arif and Abu Muriefah [9], [10] and Tao [11] have gotten all solutions of the equation

2 5 ( , ) 1, 2, 2 |m nx y x y n and m   ， . Unfortunately, it failed to give the solutions of 2 | m .

4) When p=7, Silksek and Cremona [12], Bugeaud, Mignotte and Silksek [13], Luca [14], Huilin-Zhu and

Maohua-Le [15] have gotten all solutions of the equation 
2 75 nx y  ， ( , ) 1, 2,x y n   and 2 | m . 

And, when 2 | m , they only got the solutions of 11,19,43,67,163p  . 

Here, we study the solution of 
2 4 ,n px y   where p is a prime, and give the following conclusions: 

Theorem When 1, 4 ,nA B m p   , the following conclusions will be established: 

1) Let x  be an odd number, one necessary condition which the equation (1) has integer solutions is

that 
( 1)2 1n p

p

   contains some square factors.

2) Let x  be an even number, if  0 modn p , that is  1n pk k  , all integer solutions for the

equation are    , 0,4kx y  ; if  
1

mod
2

p
n p


 , that is  

1
0

2

p
n pk k


   , all integer

solutions are
1

2 122 ,2
p

pk
k




 
 
 

; if  
3 1

1,2,3, , , , 1 mod
2 2

p p
n p p

 
  , the equation has no

integer solution. 

2. Preliminaries

Lemma 1 [7] Let M  is a unique factorization domain, k is a positive integer, 2k , and , M   ，

 , 1   , and if ,k M    , then 1 2, , ,k k M          , and 1 2

k   , where

1 2, ,   are units in M.

Lemma 2 For the diophantine equation
2 1 2k px y  , there are following conclusions: 

1) If 0k  ，then the equation only has integer solution    , 0,1x y  ;

2) If 1k  ，then the equation only has integer solutions    , 1,1x y   ;

3) If 2,3, , 1k p  ，then all equations have no integer solutions.

proof: 1), 2) By lemma 1, it is easy to prove; 

Obviously, x  is an odd number, then  2 1 mod 4x   and  2 1 2 mod 4x   ，But if 2,3, , 1k p  ,

then  2 1 2 0 mod 4k px y   , This is a contradiction. So 
2 1 2 ,k px y   2,3, , 1k p   has no

integer solutions. 

Lemma 3 When  1 mod 4p  ,  if  0,1 mod 4k  , then ( 0, )k

pC k k   is odd numbers, and if 

 2,3 mod 4k  , then ( 0, )k

pC k k   is even numbers; when  3 mod 4p  , if  1,3 mod8k  , then

( 0, )k

pC k k   is odd numbers, and if  5,7 mod8k  , then ( 0, )k

pC k k   is even numbers. 

Lemma 4 If p is a prime, and (a, p)=1, then
1 1(mod )pa p  . 

3. Proof of Theorem
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1) First, suppose  1 mod 2x  , in  Z i , 2 4n px y  can be decomposed into as follows

  2 2 , ,n n px i x i y x y    . 

Let  2 , 2n nx i x i    , because of  1| 2 ,2 2nx i   ,   can only be 1,1 , 2.i  But

 1 mod 2 ,x  so  2 1 mod 2nx   , then 2  . If 1 i   , then

    2 22 1 | 2 2n nN i N x i x     . However  1 mod 2x  , So the integer x does not exist. As a result,

1  . Thus ,by lemma 1,  2 , , , ,
pnx i a bi x a b     

If  1 mod 4p  , then

2 2 2 4 4 4 6 6 6 7 7 7 5 5 5 3 3 3 1 1;p p p p p p p p p p p p

p p p p p p px a C a b C a b C a b C a b C a b C a b C ab                  

 1 1 3 3 2 5 5 4 7 7 6 4 4 5 2 2 3 12 .n p p p p p p p p p

p p p p p pb C a C a b C a b C a b C a b C a b b                 

If  3 mod 4p  , then

2 2 2 4 4 4 6 6 6 7 7 7 5 5 5 3 3 3 1 1;p p p p p p p p p p p p

p p p p p p px a C a b C a b C a b C a b C a b C a b C ab                  

 1 1 3 3 2 5 5 4 7 7 6 4 4 5 2 2 3 12 .n p p p p p p p p p

p p p p p pb C a C a b C a b C a b C a b C a b b                 

So  1, 2 1 1 , 2t nb t n       .

If 1b   , When  1 mod 4p  ,

then 
1 1 3 3 5 5 7 7 4 4 2 2 2 1p p p p p p n

p p p p p pC a C a C a C a C a C a              , so a  must be odd. 

Let 4 1p k  , by lemma3, 1 5 9 8 4, , , ,p p

p p p p pC C C C C  , these k integer numbers are odd, and

3 7 11 6 2, , , ,p p

p p p p pC C C C C  , these k integer numbers are even. Thus, if k is even, the equation

1 1 3 3 5 5 7 7 4 4 2 2 2 1p p p p p p n

p p p p p pC a C a C a C a C a C a              doesn’t set up; and if k is odd, 

2 2 2 4 4 4 6 6 6 7 7 7 5 5 5 3 3 3 1 1p p p p p p p p p p p p

p p p p p p px a C a b C a b C a b C a b C a b C a b C ab                   is even,

this contradict with  1 mod 2x  , in fact,
0 4 8 5 1, , , ,p p

p p p p pC C C C C 
, these k+1 integer numbers are odd,

2 6 10 7 3, , , ,p p

p p p p pC C C C C 
, these k integer numbers are even, so x is even.

When  3 mod 4p  , then
1 1 3 3 5 5 7 7 4 4 2 2 2 1p p p p p p n

p p p p p pC a C a C a C a C a C a              , so 

a  must be odd. 

Let 8 3p k  , by lemma3, 1 3 9 11 17 19 12 10 4 2, , , , , , , , , ,p p p p

p p p p p p p p p pC C C C C C C C C C    are odd integer 

numbers, and 5 7 13 15 8 6, , , ,p p

p p p p p pC C C C C C   are even integer numbers. Thus, 

1 1 3 3 5 5 7 7 4 4 2 2p p p p p p

p p p p p pC a C a C a C a C a C a           is even, however, 2 1n   is odd.
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Let 8 7p k  , by lemma3, 1 3 9 11 17 19 12 10 4 2, , , , , , , , , ,p p p p

p p p p p p p p p pC C C C C C C C C C    are odd integer 

numbers, and 5 7 13 15 9 8 2, , , , , ,p p p

p p p p p p pC C C C C C C   are even integer numbers. Thus, 

1 1 3 3 5 5 7 7 4 4 2 2p p p p p p

p p p p p pC a C a C a C a C a C a           is even, however, 2 1n   is odd.

If  2 1 1tb t n     , then

1 1 3 3 2 5 5 4 7 7 6 4 4 5 2 2 3 1 2p p p p p p p p p n t

p p p p p pC a C a b C a b C a b C a b C a b b                 , so a  is even. 

Thus
2 2 2 4 4 4 6 6 6 7 7 7 5 5 5 3 3 3 1 1p p p p p p p p p p p p

p p p p p p px a C a b C a b C a b C a b C a b C a b C ab               

is even, this contradict with  1 mod 2x  ;

If 2nb   , When  1 mod 4p  ,

1 1 3 3 2 5 5 4 7 7 6 4 4 5 2 2 3 1 1p p p p p p p p p

p p p p p pC a C a b C a b C a b C a b C a b b                 that is

 11 1 3 3 2 5 5 4 7 7 6 4 4 5 2 2 3 1 2
p np p p p p p p p

p p p p p pC a C a b C a b C a b C a b C a b
                , so 

   1
2 1 mod

p n
p


  , but ,indeed, by lemma 4, 

   1
2 1 mod

p n
p


 ; 

When  3 mod 4p  ,

1 1 3 3 2 5 5 4 7 7 6 4 4 5 2 2 3 1 1p p p p p p p p p

p p p p p pC a C a b C a b C a b C a b C a b b                 ,

that is 
 11 1 3 3 2 5 5 4 7 7 6 4 4 5 2 2 3 2 1

p np p p p p p p p

p p p p p pC a C a b C a b C a b C a b C a b
               ,

so 

3 5 7 4 2
( 1) 12 3 5 2 7 4 9 6 2 5 3 2

p p
p np p p p pp p p p p p

C C C C C
a a a b a b a b a b ab

pp p p p p

 
      

 
       

 

, 

thus only when 
( 1) 12 p n

p

 

contains some square factors, the equation may have integer solutions. 

If 2nb  , When  1 mod 4p  ,

1 1 3 3 2 5 5 4 7 7 6 4 4 5 2 2 3 1 1p p p p p p p p p

p p p p p pC a C a b C a b C a b C a b C a b b                ,

that is 
 11 1 3 3 2 5 5 4 7 7 6 4 4 5 2 2 3 1 2

p np p p p p p p p

p p p p p pC a C a b C a b C a b C a b C a b
               , 

so 

3 5 7 4 2
( 1) 12 3 5 2 7 4 9 6 2 5 3 2

p p
p np p p p pp p p p p p

C C C C C
a a a b a b a b a b ab

pp p p p p

 
      

 
        

 

, 

thus only when 
( 1) 12 p n

p

 

contains some square factors, the equation may have integer solutions. 

When  3 mod 4p  ,

1 1 3 3 2 5 5 4 7 7 6 4 4 5 2 2 3 1 1p p p p p p p p p

p p p p p pC a C a b C a b C a b C a b C a b b                ,
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that is 
 11 1 3 3 2 5 5 4 7 7 6 4 4 5 2 2 3 2 1

p np p p p p p p p

p p p p p pC a C a b C a b C a b C a b C a b
               ,

so 
   1

2 1 mod
p n

p


  , but , indeed, by lemma 4, 
   1

2 1 mod
p n

p


 ;

So, when  1 mod 2x  , one necessary condition which the equation has integer solutions is that

( 1) 12 p n

p

 

contains some square factors. 

2) Second, suppose  0 mod 2x  , thus  0 mod 2y  . Now make 1 12 , 2 ,x x y y  then the equation can 

be turned into 2 1 2

1 14 2n p px y   , obviously  1 0 mod 2x  , then make 1 22x x , it can be

2 2 4

2 14 2n p px y   , also make 2 32x x again, it can be 2 3 6

3 14 2n p px y   , …, make 3 1

2 2

2p px x  again, 

it can be 
1

2 2
1 1

2

4 2
p

n
p

px y




   , now make 1 1 1 2

2 2

2 , 2p px x y y   it can be
1

2 12
1 2

2

4 2
p

n
p p

px y





   , then make

1 3

2 2

2p px x  again, it can be 
3

2 32
3 2

2

4 2
p

n
p p

px y





   , …, make 
1 2p px x  again, it can be

2

24n p p

px y  , where
11 2 2, , , , ,px x x y y Z . 

According to such substituted method, it can be concluded: 

When  1 modn p , the original equation is equivalent to solving
2 4 px y  , and according to the 

above-mentioned regularity, it is finally equivalent to solving 
2 21 2 p px y  ; When  2 modn p , it is

equivalent to solving 
2 24 px y  , and according to the same regularity,  it is finally equivalent to solving

2 41 2 p px y  ; When  3 modn p , it is equivalent to solving
2 34 px y  , and according to the same 

regularity, it is finally equivalent to solving 
2 61 2 p px y  ; …, When  

1
mod

2

p
n p


 , it is equivalent to

solving 

1

2 24
p

px y


  , and according to the same regularity, it is finally equivalent to solving
2 1 2 px y  ; 

When  
1

mod
2

p
n p


 , it is equivalent to solving

1

2 24
p

px y


  , and according to the same regularity, it is

equivalent to solving 
2 11 2 p px y  ;…, When  1 modn p p  , it is equivalent to solving

2 14 p px y  , and

according to the same regularity, it is finally equivalent to solving 
2 21 2 px y  ; When  0 modn p , the

original equation is equivalent to solving 
2 4 p px y  , and according to the same regularity,  it is finally 

equivalent to solving 
2 1 px y  . Therefore, by lemma2, when  

3 1
1,2,3, , , , , 1 mod

2 2

p p
n p p

 
  , the 

equation has no integer solutions; 

When  
1

0, mod
2

p
n p


 , the equation has integer solutions, and when  0 modn p  that is

 1n pk k  , solutions of the equation will must be    , 0,4kx y  ; if  
1

mod
2

p
n p


 , that is 
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 
1

0
2

p
n pk k


   , all integer solutions are

1

2 122 ,2
p

pk
k




 
 
 

. 
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§1. Introduction

Tilting theory plays an important role in the representation of Artin algebra. The classical
tilting modules were first considered in the early eighties by Brenner-Bulter [1] , Bongartz [2] and
Happle and Ringel [3] etc. Beginning with Miyashita [4], the defining conditions for a classical
tilting module were extented to arbitary rings or Abel categories by many authors, Wakamatsu
[5], Colby and Fuller [6], Colpi and Trifaj [7], and recently, Angeleri Hgel and coelho [8], Bazzoni
[9], Wei [10], Colpi and Fuller [11], and Di et al [12]. Among them, Miyashita [4] considered
finitely generated tilting modules of finite projective dimension, while generalizations of tilting
modules of projective dimension one over arbitary rings. In [7] an (not necessarily finitely
generated) module T is said to be tilting (simplely, 1-tilting module) if GenT = T⊥1 , where
GenT is the class of modules which are epimorphic images of direct sums of copies of T and
T⊥1 is the class of modules M such that Ext1R(T,M) = 0. And it is proved that t ⊆ R-Mod is a
tilting class if and only if t = GenP for a faithful, finendo, and t-projective module P . Angeleri
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and Trlifaj[13] discussed tilting preenvelopes and cotilting precovers. Meanwhile, tilting torsion
classes (resp, cotilting torsion-free classes) were characterized as those pretorsion classes (resp,
pretorsion-free classes) which provided special preenvelopes (resp, special precovers) for all
modules. Bazzoin [9] considered (not necessarily finitely generated) tilting modules of projective
dimension ≤ n (simply n-tilting modules), and proved that T is n-tilting module if and only if
PresnT = T⊥i≥1 . Dually, U is n-cotilting module if and only if CopresnT =⊥i≥1 T. It is nutural
to consider n-tilting torsion classes and n-cotilting torsion-free classes, and to investigate n-
tilting preenvelopes and n-cotilting precovers which are generalizations of tilting preenvelopes
and cotilting precovers in [7].

The contents of this paper are summarized as follows. In section 2, we collect some known
notions and results. In section 3, we introduce n-tilting torsion classes and discuss n-tilting
preenvelopes. Furthermore, we give some characterizations of n-tilting torsion classes, and
prove that: if t is n-tilting torsion classes, then t is envelope class. Section 4 is devoted to
n-cotilting torsion-free classes and n-cotilting precovers.

§2. Preliminaries

Throughout this paper, R will be an associative ring with nonzero identity and all modules
are unitary. Let R-Mod be the category of left R-modules and T ∈ R-Mod. We denote by
T⊥1≤i≤n := {M ∈ R-Mod |ExtiR(T,M) = 0 for all 1 ≤ i ≤ n}, T⊥i≥1 := {M ∈ R-Mod
|ExtiR(T,M) = 0 for all i ≥ 1}, and T⊥1 := {M ∈ R-Mod |Ext1R(T,M) = 0}. Dually, ⊥1≤i≤nT ,
⊥i≥1T , and ⊥1T are defined similarly. Denote by AddT the class of modules isomorphic to
direct summands of direct sums of copies of T and by PresnT := {M ∈ R-Mod |there exists
an exact sequence Tn → · · · → T2 → T1 → M → 0 with Ti ∈ AddT for all 1 ≤ i ≤ n}. It is
clear that Presn+1T ⊆ PresnT and Pres1T = GenT, where GenT denotes the class of all left
R-modules generated by T . Dually, denote by ProdT the class of modules isomorphic to direct
summands of direct products of copies of T , and by CopresnT := {M ∈ R-Mod |there exists an
exact sequence 0 → M → C1 → C2 → · · · → Cn with Ci ∈ ProdT for all 1 ≤ i ≤ n}. It is clear
that Copresn+1T ⊆ CopresnT and Copres1T = CogenT, where CogenT denotes the class of all
left R-modules cogenerated by T . T is a tilting module[7] provided that GenT = T⊥1 . T is a
cotilting module[14] provided that CogenT =⊥1T . Let x ⊆ R-Mod, then x is a pretorsion class
provided that x is closed under direct sums and factors. Moreover, x is a tilting torsion class
provided that x = GenT for a tilting module T . Dually, x is pretorsion-free class provided that
x is closed under direct products and submodules. x is a cotilting torsion-free class provided
that x = CogenU for a cotilting module U .

Precovers and preenvelopes were first defined in [15] in the following manner: if y is a class
of modules (closed under isomorphisms), a y-precover of R-module M is a morphism ϕ from
Y (Y ∈ y) to M , such that HomR(Y

′
, ϕ) is surjective for every Y

′ ∈ y. If in addition, any
morphism α : Y → Y verifying ϕ ◦ α = ϕ is automorphism, then ϕ is said to be an y-cover. y

is a precover (resp, cover) class provided that each R-module has a y-precover (resp, y-cover).
y-preenvelope and y-envelope, preenvelope class and envelope class can be defined dually. An
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R-module M is y-projective (resp, y-injective) provided that the functor HomR(M,−) (resp,
HomR(−,M))is exact on short exact sequence of the form 0 → U → V → W → 0, where
U, V,W ∈ y. Denote by y⊥ = {M ∈ R-Mod |Ext1R(Y,M) = 0 for any Y ∈ y. ⊥y is defined
dually.

Definition 2.1[9] An R-module T is said to be n-tilting module if the following conditions
are satisfied:
(1) pdRT ≤ n (here pdRT denotes the projective dimension of T ).
(2) ExtiR(T,T(λ)) = 0 for all i ≥ 1 and all cardinal λ.
(3) There is a long exact sequence 0 → R → T0 → T1 → · · · → Tr → 0 with Ti ∈ AddT for
every 0 ≤ i ≤ r.

Dually, an R-module U is said to be n-cotilting module if it satisfy the following conditions:
(1) idRU ≤ n (here idRU denotes the injective dimension of U).
(2) ExtiR(Uλ,U) = 0 for all i ≥ 1 and all cardinal λ.
(3) There is a long exact sequence 0 → Ur → · · · → U1 → U0 → E → 0 with Ui ∈ ProdT for
every 0 ≤ i ≤ r.

Lemma 2.1[9] An R-module T is said to be n-tilting module if and only if PresnT =
T⊥i≥1 . Dually, an R-module U is said to be n-cotilting module if and only if CopresU =⊥i≥1U .

Remark 2.1[9] Tilting modules in [7] are exactly 1-tilting modules, cotilting modules in
[7] are exactly 1-cotilting modules.

Proposition 2.1 The following conditions are hold:
(1) If T is n-tilting module, then T is m-tilting module for any non-negative integer m ≥ n.
(2) If T is n-tilting module, then PresnT = Presn+1T = Presn+2T = · · · .

Proof (1) Asumme that T is n-tilting module, then PresnT = T⊥i≥1 by lemma 2.1. It is
sufficient to prove that PresnT = PresmT for any non-negative integer m ≥ n. If m = n, then
it is clear that PresnT = PresmT. If m > n, then PresmT ⊆ PresnT and PresnT = Presn+1T
by [16, theorem 4.3]. For any M ∈ PresnT = Presn+1T, there exists an exact sequence

Tn+1 → Tn → · · · → T2 → T1 → M → 0

with Ti ∈ AddT for all 1 ≤ i ≤ n + 1. Note that K1 = Kerf1 ∈ PresnT, we can get M ∈
Presn+2T. Repeat the process, and so on, it is easy to get PresnT = PresmT. Therefore, if T

is n-tilting module, then T is m-tilting module for any non-negative integer m ≥ n.

(2)It is obvious following (1).

We can obtain the following proposition dually.

Proposition 2.2 For any R-module U and any non-negative integer n, the following
conditions are hold:
(1) If U is n-cotilting module, then U is m-cotilting module for any non-negative integer m ≥ n.
(2) If U is n-cotilting module, then CopresnU = Copresn+1U = Copresn+2U = . . . .
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§3. n-tilting Torsion Classes and n-tilting Preenvelopes

We start with the following definition.

Definition 3.1 Let y ⊆ R-Mod. y is said to be an n-tilting torsion class, if there exists
an n- tilting module T ∈ R-Mod, such that y = PresnT.

y is a 1-tilting torsion class, if and only if there exists a 1-tilting module T such that y =
Pres1T = GenT. It is clear that 1-tilting torsion classes are exactly tilting torsion classes in [7],
1-tilting torsion classes are n-tilting torsion classes. n-tilting torsion classes are generalizations
of tilting torsion classes. According to [13,theorem2.1], tilting torsion classes are characterized
as follows.

Lemma 3.1 Let R be a ring and y ⊆ R-Mod be a pretorsion class. Then the followings
are equivalent:
(1) y is tilting torsion class;
(2) every module has a special y-preenvelope;
(3) there is a special y-preenvelope of R;
(4) there is a y-preenvelope of R, b : R → B, such that b is injective and B is y-projective.

We now can state one of our main results by lemma 3.1 as follows.

Theorem 3.1 Let y ⊆ R-Mod be a pretorsion class. Then the followings are equivalent:
(1) y is n-tilting torsion class;
(2) for any R-module M , there is an exact sequence

0 → M → T1
d1−→ T2

d2−→ · · · → Tn
dn−→ I → 0

with Ti ∈ y and Imdi ∈ ⊥y (i = 1, 2, . . . , n);
(3)there exists an exact sequence

0 → R → T1
d1−→ T2

d2−→ · · · → Tn
dn−→ I → 0

with Ti ∈ y and Imdi ∈ ⊥y (i = 1, 2, . . . , n);
(4)there exists an exact sequence

0 → R → T1
d1−→ T2

d2−→ · · · → Tn
dn−→ I → 0

with Ti ∈ y and Imd1 ∈ ⊥y and Ti is y-projective (i = 1, 2, . . . , n).

Proof (1) ⇒ (2) Suppose y is n-tilting torsion class, then there exists an n-tilting module
T ∈ R-Mod, such that y = PresnT = T⊥i≥1 . For any cardinal k, we have ExtiR(T,T(k)) = 0 by
T k ∈ PresnT. According to [17, lemma6.8], for any module M , there is a y-torsion resolution of
M of the form 0 → M → T1 → T (λ1) → 0, where T1 ∈ y, λ1 is a cardinal, ExtiR(T(λ1),N) = 0
for all N ∈ y. Repeat the process of M for T (λ1), and so on, we can get an exact sequence

0 → M → T1
d1−→ T2

d2−→ · · · → Tn
dn−→ I → 0
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in which Ti ∈ y and Imdi ∈ ⊥y (i = 1, 2, . . . , n).

(2) ⇒ (3) It is obvious.

(3) ⇒ (4) Assume that there exists an exact sequence

0 → R → T1
d1−→ T2

d2−→ · · · → Tn
dn−→ I → 0

with Ti ∈ y and Imdi ∈ ⊥y (i = 1, 2, . . . , n). It is only to prove Ti is y-projective (i = 1, 2, . . . , n).
Consider the short exact sequence 0 → Imdn−1 → Tn → I → 0, since I ∼= Imdn ∈ ⊥y

and Imdn−1 ∈ ⊥y, We can get Tn ∈ ⊥y, which shows that HomR(Tn,−) is exact on any
epimorphism with kernal in y. In particular, Tn is y-projective. Repeat the process to the short
exact sequence 0 → Imdn−2 → Tn−1 → Imdn−1 → 0 , and so on, it is not difficult to obtain
that Ti is y-projective (i = 1, 2, . . . , n).

(4) ⇒ (1) Assume that there exists an exact sequence

0 → R → T1
d1−→ T2

d2−→ · · · → Tn
dn−→ I → 0

with Ti ∈ y and Imdi ∈ ⊥y (i = 1, 2, . . . , n). Consider the short exact sequence 0 → R → T1 →
Imd1 → 0, since Imd1 ∈ ⊥y, so R → T1 is a y-preenvelope of R. Note that T1 is y-projective
and R → T1 is injective, we can obtain that y is 1-tilting torsion class by lemma 3.1. Therefore,
y is n-tilting torsion class.

Theorem 3.2 Suppose y is an n-tilting torsion class in R-Mod. If there exists x ⊆ R-Mod
which is closed under extensions, such that AddPx ⊆ x ⊆ ⊥y and P⊥1

x = y for some Px ∈ y.
Then is an envelope class.

Proof Assume that there exists x ⊆ R-Mod which is closed under extensions, such that
P⊥1

x = y and AddPx ⊆ x ⊆ ⊥y for some Px ∈ y. For any M ∈ R-Mod, since y is an n-tilting
torsion class, we have y = PresnT for some n-tilting module T . Note that PresnT is closed under
direct sums and P⊥1

x = y, so Pλ
x ∈ y and Ext1R(Px,P

(λ)
x ) = 0 for all cardinals λ. Therefore, we

obtain an exact sequence ε : 0 → M → Y → P
(α)
x → 0 by [17,lemma 6.8], where Y ∈ y, α is a

cardinal. Then ε is a generator for Ext1R(Y,M) in the sense of [18, proposition2.2.1]. According
to our assumption and [18, theorem2.2.6], we know that M has an x⊥-envelope. Since y =
(⊥y)⊥ ⊆ x⊥ ⊆ (AddPx)⊥ ⊆ P⊥1

x = y, Then the conclusion is proved.

§4. n-cotilting Torsion-free Classes and n-cotilting
Precovers

We start with the following definition.

Definition 4.1 Let w ⊆ R-Mod. w is said to be an n-cotilting torsion-free class, if there
exists an n- cotilting module U ∈ R-Mod, such that w = CopresnU.

w is a 1-cotilting torsion-free class, if and only if there exists a 1-cotilting module U such that
w = Copres1U = CogenU. It is clear that 1-cotilting torsion-free classes are exactly cotilting
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torsion-free classes in [7], 1-cotilting torsion-free classes are n-cotilting torsion-free classes. n-
cotilting torsion-free classes are generalizations of cotilting torsion-free classes. According to
[13,theorem2.5], cotilting torsion-free classes are characterized as follows.

Lemma 4.1 Let R be a ring and w ⊆ R-Mod be a pretorsion-free class. Then the
followings are equivalent:
(1) w is cotilting torsion-free class;
(2) every module has a special w-precover;
(3) there is a special w-precover of an injective cogenerator of R-Mod;
(4) there is a w-precover, π : P → E, of an injective cogenerator E of R-Mod such that π is
surjective and P is faithful and w-injective.

We now can state one of our main results by lemma 4.1 as follows.

Theorem 4.1 Let w ⊆ R-Mod be a pretorsion-free class. Then the followings are
equivalent:
(1) w is n-cotilting torsion-free class;
(2) for any R-module M , there is an exact sequence

0 → K → Wn
fn−→ · · · → W2

f2−→ W1
f1−→ M → 0

with Wi ∈ w and Kerfi ∈ w⊥ (i = 1, 2, . . . , n);
(3) there exists an exact sequence

0 → K → Wn
fn−→ · · · → W2

f2−→ W1
f1−→ E → 0

with Wi ∈ w and Kerfi ∈ w⊥ (i = 1, 2, . . . , n), where E is an injective cogenerator of R-Mod;
(4) there exists an exact sequence

0 → K → Wn
fn−→ · · · → W2

f2−→ W1
f1−→ E → 0

with Wi ∈ w and Kerf1 ∈ w⊥, W1 is faithful and Wi is w-injective (i = 1, 2, . . . , n), where E is
an injective cogenerator of R-Mod;

Proof (1) ⇒ (2) Suppose w is n-cotilting torsion-free class, then there exists an n-
cotilting module U ∈ R-Mod, such that w = CopresnU = ⊥i≥1U . By [19, lemma 2.14], for any
module M , there is a w-torsion-free resolution of M of the form 0 → Uλ1 → W1 → M → 0,
where W1 ∈ w, λ1 is a cardinal, Ext1R(N,Uλ1) = 0 for all N ∈ w.

Repeat the process of M for Uλ1 , and so on, we can get an exact sequence

0 → K → Wn
fn−→ · · · → W2

f2−→ W1
f1−→ M → 0

with Wi ∈ w and Kerfi = Uλi ∈ w⊥ (i = 1, 2, . . . , n).

(2) ⇒ (3) It is clear.

(3) ⇒ (4) Assume that there exists an exact sequence

0 → K → Wn
fn−→ · · · → W2

f2−→ W1
f1−→ E → 0
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with Wi ∈ w and Kerfi ∈ w⊥ (i = 1, 2, . . . , n), where E is an injective cogenerator of R-Mod.
Consider the short exact sequence 0 → K → Wn → Kerfn−1 → 0, since K ∼= Kerfn ∈ w⊥

and Kerfn−1 ∈ w⊥, We can get Wn ∈ w⊥, which shows that HomR(−,Wn) is exact on any
monomorphism with cokernal in w. In particular, Wn is w-injective. Repeat the process to the
short exact sequence 0 → Kerfn−1 → Wn−1 → Kerfn−2 → 0 , and so on, it is not difficult to
obtain that Wi is w-injective (i = 1, 2, . . . , n). Meanwhile. According to our assumption and
lemma 4.1, we can get Wi is faithful.

(4) ⇒ (1) Assume that there exists an exact sequence

0 → K → Wn
fn−→ · · · → W2

f2−→ W1
f1−→ E → 0

with Wi ∈ w and Kerf1 ∈ w⊥, W1 is faithful and Wi is w-injective (i = 1, 2, . . . , n), where E is an
injective cogenerator of R-Mod. Consider the short exact sequence 0 → Kerf1 → W1 → E → 0,
since Kerf1 ∈ w⊥, so W1 → E is a w-precover of R. Note that W1 is w-injective and faithful,
and W1 → E is surjective, we can obtain that w is 1-cotilting torsion-free class by lemma 4.1.
Therefore, w is n-cotilting torsion-free class.

Theorem 4.2 Suppose w is an n-cotilting torsion-free class in R-Mod. If w is closed
under direct limits. Then w is an cover class.

Proof It is easy to prove by theorem 2.5 and [18, theorem 2.2.8].
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基于面板协整检验的地区学前教育发展实证研究
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摘 要： 基于陇南市各县 区 ２００３
－

２０ １６ 年的动 态面板数据 ，
利用 经济计量预 测分析

软件 Ｅｖｉｅｗｓ８ ．０ 建立面板数据协整模型
，
实证分析陇南 市各县区 学前教育在 园 幼儿

数 、 专任教师数 、 校舍面积数和 当地经济发展水平之 间 的协整关 系 ． 研 究结果表明 ：

在 园 学 生数 与 专任教师数 、 校舍 面积 数 、 当 地人均 ＧＤＰ 在统计上存在长期均衡关

系 ． 在保持其他变量 不 变 的情况下 ， 专任教师数每增加 １％
， 在 园 学生数平均增加

０ ． ０９３３４８％
； 校舍面积 数每增加 １％

， 在 园 学生数平均增加 ０ ．
１５８４ １７％

； 人均 ＧＤＰ 每

增加 １％
，
在 园 学 生数平均增加 ０ ．６０４８５ １％ ． 从教育经济和 办 学指标要求看 ， 这种长

期均衡关系 有其解释意义 ． 影 响 陇南学前教育发展规模 的主 要因 素是地区 经济发展

水平 ， 充足 的校舍 面积可 以 满足 日 益增 多 的 学 龄儿童入 园 ， 配备足额 的专任教师可

以保证学前教育 的发展质量 ．

关键词： 面板数据
；
协整检验

；
学前教育 ； 发展水平

近年来， 随着我国经济的飞速发展和人民生活水平的不断提高， 在义务教育已基本普及

之后
，
学前教育已成为国家重视 、 民众关心的重大教育问题之一 ．

２０１ ０ 年 １ １ 月 ， 为解决民众

关切的
“入园难 、 入园贵

”

问题
，
国务院颁布了 《关于当前发展学前教育的若干意见 》

（以下简

称
“

国十条
”

） ，
并弓 丨导各地实施了两轮学前教育三年行动计划 ，

强力推动学前教育发展 ． 据统

计
，
截至 ２０ １６ 年底 ， 我国学前教育毛入园率达到 ７７ ．４％

，
普惠性幼儿园占 比上升到 ６０％左右

，

“入园难 、 入园贵
”

问题得到有效缓解？ 整体而言
，
短期内政府的强力推进和 中央财政的一系

列支持政策 ， 带动地方和社会学前教育投入大幅增长 ，
无疑让我国学前教育资源得到了迅速

扩大， 但因为学前教育的公共产品特性和地区的差异性 ，
仍需要政府长期兑现 “

政府主导 、 社

会参与
”

、

“

地方为主 、 中央奖补
”

的投入体制政策 ， 长远构建
“广覆盖 、 保基本 、 有质量的学

前教育公共服务体系＇ 因此 ，
从宏观上系统研究学前教育发展水平的影响因素及其长期均衡

关系
，
对政府进行学前教育资源配置 、 保障学前教育均衡发展具有十分重要的意义和价值．

目前
，
我国学前教育研究已逐步成为受关注的教育研究分支领域 ，

研究范 围不断拓展
，
研

究内容不断丰富 ，
研究成果的应用性与实效性明显增强 ． 关于学前教育发展水平的影响因素 ，

学者普遍认为 ：

一个地区学前教育发展水平是由该地区对学前教育的供给和需求水平共同

决定的 ？ 从供给角度来看 ，

一个地区的经济发展水平会影响地区政府的财政支出能力及可用

收稿日期： ２０ １８
＊

０９
＞

０７

资助项 目 ： 甘肃省教育科学
“

十三五
”

规划 ２０ １６ 年度课题 ： 陇南学前教育发展水平研究 ＾—基于动态面板

数据的实证分析 （
ＧＳ

［

２ ０１６
］

ＧＨＢ０１８５
）
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于教育的资源数量， 进而影响该地区教育事业的发展水平
，
同时地区政府对于学前教育事业

的努力程度及对学前教育的投入水平也会影响该地区学前教育的发展 ； 另外
，

一

个地区的人

口密度也会影响学前教育的供给 ，
人口越稀疏的地区

，
学前教育的规模效应越难以发挥 ， 供给

的单位成本会越高， 导致供给数量相应减少？ 从需求角度来看 ，

一

个地区的经济发展水平及人

口结构因素会影响对学前教育的需求量． 经济发展水平越高的地区 ， 其居民的总体支付能力

也就越高 ， 对学前教育的需求量也会越大 ； 而地区人 口 中适龄儿童的数量越多 ，
对于学前教

育的竞争会更加激烈 ， 在一定的学前教育供给水平下
，
学前教育机会会相应减少． 在实证研究

方面
，
张雪 、 袁连生 、 田志磊 （

２０ １２
）
利用 １９９ ６－２００９年的省级面板数据 ， 分析了地区学前教育

发展水平的影响因素 ？ 研究发现 ，
与经济发展水平和人 口结构因素相 比 ， 当前政府学前教育财

政投入水平对地区学前教育发展的影响相对较小 ，
且在经济意义上并不显著 ． 通过将全国地

区分为东部 、 中部和西部进行分组分析表明
，
政府对学前教育的财政投入在东部 、 中部 、 西

部及少数民族 自 治区对学前教育发展的作用各异 ． 在我国现行学前教育财政体制下 ，
政府投

入如果主要用于公办园质量的提髙， 则其扩大学前教育机会的作用会被抑制 Ｗ
． 唐吉洪 、 王

雪标等 （
２０１ ４

）
以幼儿园数为因变量利用辽宁省 ２０００

－２０ １２ 年的相关统计数据建立动态面板

模型分析了学前教育发展与教育财政投入、 城镇化水平以及地区经济发展水平的相依关系 ．

统计分析结果表明 ： 地区教育财政投入对学前教育的发展并没有统计显著影响 ，
而经济发展

水平 、 城镇化水平对学前教育的发展影响显著． 政府在促进城镇化的同时也有效促进了学前

教育水平的提高 叶平枝 、 张彩云
（
２０ １５

）
基于国家 ２０ １０

—２０ １２ 年公布的相关数据
，
对影

响发达地区学前教育发展的各类因素进行因子分析和区域比较． 结果发现
，
发达地区学前教

育发展的影响因 素可分为四个方面 ： 质量因子 、 机会和投入因子、 物质条件因子 、 负向影响

因子
，
其中质量因子影响最大 ； 发达地区学前教育的发展与其经济发展并不完全同步 ，

上海 、

北京学前教育的发展与其经济发展较为匹配 ，
广东 、 浙江的一些指标却低于全国平均水平

；

发达地区学前教育城乡发展不够均衡 ，
上海 、 北京城乡差异较小 ， 广东城乡差异显著 ，

主要表

现在生师比 、 教师学历和职称等方面 ； 发达地区幼儿园教师未评职称的 比例较高， 普遍达到

５０％ ． 建议增强政策的系统性 ， 增加并优化学前教育投入
，
设立幼儿园教师职称晋升系列

，
促

进城乡学前教育均衡发展 ⑶
． 宋佳 、 吴钰洁

（

２０１ ７
）
运用我国 ２００３－２０ １４ 年时间序列数据， 运

用多元逐步回归法 ， 探讨了影响我国学前教育发展的主要影响因素 ． 研究发现，
除市场化发展

程度外 ， 政府支持力度 、 人 口结构
、
家庭对教育重视程度 、 社会发展水平以及经济发展水平

均对我国学前教育发展有显著的促进作用 ， 也为我囯民办学前教育快速发展和我国学前教育

综合发展较慢提供了一种较为合理的解释 王胜青 （
２０ １８ ） 选取陇南市 ２００２

－

２０ １６ 年的统

计数据 ，
在协整分析的基础上建立学前教育发展规模影响 因素的向量 自 回归模型 （

ＶＡＲ
） ，
然

后综合运用格兰杰 （
Ｇｒ ａｎｇｅｒ） 因果检验 、 脉冲响应函数和方差分解等研究方法，

对经济发展

水平、 幼儿园校舍面积 、 专任教师数等因素影响学前教育发展规模的效应进行实证分析 ？ 研

究结果表 明 ： 从长期看
，
陇南市学前教育发展规模与经济发展水平 、 幼儿园校舍面积 、 专任

教师数之间存在长期均衡的协整关系 １
５

１

．

基于上述研究成果， 本文以秦巴山 区集中连片贫困地区陇南市八县
一区的数据为样本

，

通过建立面板数据模型 ， 实证研究在园幼儿数 、 专任教师数 、 校舍面积数和当地经济发展水

平等相关因素的协整关系 ， 分析学前教育发展水平的影响因素
，

以期使政府财政投入 、 家庭
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成本分担能更有效地促进学前教育发展 ． 本文研究思路的创新点是
，
将政策财政投入的效果

指标用校舍面积数和专任教师数来反映 ，
家庭成本分担的基本保证用当地经济发展水平 （

人

均 ＧＤＰ
） 来体现 ． 对于

一

个地区或
一

所幼儿园 ， 其在园幼儿数 、 校舍面积数 、 专任教师数 、 人

均 ＧＤＰ 等指标应当是
一

个长期均衡发展的系统， 任何
一

个指标过度增长都会造成资源浪费 ，

所以在发展过程中要保持系统的稳定 ．

１ 研究方法及变量选取

本文研奭方法选择的是面板数据建模 ，
运用协整理论进行分析，

利用经济计量预测分析

软件 ＥｖｉｅｗｓＳ ．Ｏ 进行实现 ？ 面板数据模型的定义为

设有被解释变量 匕 与 Ａ ：ｘ１ 维解释变量向量 ＝

（妁＃ ，奶沐 ，

…

，
办术／ ，

满足多元线

性关系 ：

Ｙｉｔ 
＝

ａ ｉｔ
＋Ｘ

ｉ ｔＰａｕ
ｉｔ）


＊＝Ｉ

；
２

） 

？
 ■ ＇

ｊ

Ｎ

］
ｔ—１

，

２
，

？？ ？

，

Ｔ （
１
）

其中 ｉｖ 表示截面成员个数，

Ｔ 表示每个截面成员观测时期的总数， 参数 表示模型的常数

项爲 表示对应于解释变量向量知 的 Ｘ１ 维系数向量，
ｆｃ 表示解释变量个数． 随机误差项

相互独立
，
且满足零均值 、 等方差为 ＾４ 的假设 ，

则式
（

１
）
为面板数据模型 ．

为了避免
“

伪回归
”

问题
，
面板数据在进行协整分析之前应先进行变量的平稳性检验，

有

效的方法是面板单位根检验． 经检验 ，
若变量序列都平稳 ，

可直接进行回归分析 ； 若不平稳
，

看
一

阶差分是否平稳 ． 如果原始时间序列不平稳 ， 而经过
一阶差分变成平稳的 ，

原始序列就是
一阶单整

，
即为 １

（
１
） 过程 ． 当各变量均不平稳 ，

而经过
一阶差分变成平稳时， 可进行协整检验

和协整回归 ｔ
７

］

．

考虑到数据的可获得性和研究需要，
文章选取陇南市 ８ 县 １ 区 ２００ ３

－

２０１ ６ 年学前教育

在园学生人数 （
ＸＳ

） 、 专任教师数 （ＪＳ ） 、 校舍面积 （
ＭＪ

）
、 人均 ＧＤＰ（ＧＤＰ ） 等作为研究变量．

同时
，
为消除物价变动对 ＧＤＰ 的影响

， 采用陇南市各年度居民消费价格指数对各县区人均

ＧＤＰ 数据进行平减， 将样本期内人均 ＧＤＰ 数据调整为上年的不变价格 ． 为消除数据中存

在异方差问题
，
对变量 ＸＳ 、 ＪＳ 、 ＭＪ

、
ＧＤＰ 分别取 自然对数

，
使变量变为弹性变量， 并记为

ＬＮＸＳ 、
ＬＮＪＳ 、 ＬＮＭＪ 、 ＬＮＧＤＰ

， 其中 ＬＮＸＳ 为被解释变量 ， 其余为解释变量． 模型中相关变

量的统计性描述见表 １
．

２ 实证分析

２ ． １ 面板单位根检验

平稳性检验是时间序列建模分析的一个重要内容 ，
对于一些非平稳序列 ， 如果不是同阶单

整或不存在协整关系 ，
统计回归得出的结果可能是伪回归 ． 因此

，
为了避免伪回归 ， 需要对时

间序列进行单位根检验以判断其平稳性 ？ 面板数据的单位根检验主要有 ＬＬＣ、
Ｂｒｅ ｉｔｕｎｇ 、 ＩＰＳ 、

ＡＤＦ－

Ｆ ｉｓｈｅｒ 、 ＰＰ－Ｆ ｉｓｈｅｒ等 ５ 种方法
，
前两种方法适用于同质面板单位根检验

，
后三种方法适

用于异质面板单位根检验． 吕延方 、 陈磊 （

２０ １０
）
比较详细地介绍了面板单位根检验方法及其

稳定性 间
？ 为 了保证检验结果统计稳健

，
同时运用上述 ５ 种面板数据单位根检验方法对模型

中变量的序列平稳性进行检验
，
变量 ＬＮＸＳ 、 ＬＮＪＳ 、 ＬＮＭ Ｊ

、
ＬＮＧＤＰ 含个体截距项和趋势项
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检验结果分别见表 ２－５
．

表 １ 各金置的描述性统计

ＬＮＸＳ ＬＮＪＳ ＬＮＭＪ ＬＮＧＤＰ

均值 ７ ．９８４０９２ ４ ． １４４７５０ ８． ５ １４０２５ ８ ．５７９５４７

中位数 ７ ．９９９３３７ ４ ． １１０８７４ ８ ．４０３９０６ ８ ．６０８２ ２３

最大值 １０ ．２５０４８ ５ ．９８６４ ５２ １ １ ． １４６１０ １０． ００７９７

最小值 ６ ．１６９６１１ ２ ．８３３２ １３ ４ ．９６９８１３ ６ ．９１４５ ８１

标准差 ０ ．９１０９７５ ０ ．７２７６９１ １ ． １０１８４９ ０ ．７６４４１４

偏度 ０ ．０７７１２９ －０ ．０２ １５０２ ０ ． １６０９９４ －０ ． １０９７０９

峰度 ２ ．７０１ ３６６ ２
．
２０７９６２ ２ ．９５９４９９ ２ ．２０６９５８

ＪＢ 统计量 ０ ．５９３１３３ ３ ．３０３１ ５９ ０ ．５５２９１０ ３ ．５５４５６１

Ｐ 值 ０ ．７４３３６６ ０ ． １９１７４７ ０ ．７５８４６８ ０ ． １６９０９７

观测数 １２６ １２６ １２６ １２６

截面数 ９ ９ ９ ９

表 ２ＬＮＸＳ 及其一阶差分面板单位根检验

ＬＮＸＳ Ｄ
（

ＬＮＸ Ｓ
）

Ｍｅｔｈｏｄ Ｓｔａｔ
ｉ
ｓｔ

ｉ
ｃ Ｐｒｏｂ，

＊

Ｓｔａｔｉｓｔ ｉｃ Ｐｒｏｂ．

＊ ＊

Ｎｕｌｌ ：Ｕｎｉｔ ｒｏｏｔ
（
ａｓｓｕｍｅ ｓｃｏｍｍｏｎｕｎ ｉｔｒｏｏｔｐｒｏｃｅｓｓ

）

Ｌｅｖｉｎ
，
ｌｉｎ＆ｃｈｕｔ

－

１ ．６７４５１ ０ ．０４７０
－

５ ．８ １４８３ ０ ．００００

Ｂｒｅｉｔｕｎｇ
ｔ
－

ｓｔａｔ １ ．７３８１５ ０ ．９５８９ －３ ．８３４８４ ０ ．０００１

Ｎｕｌｌ ：Ｕｎ ｉ
ｔ ｒｏｏｔ （ａｓｓｕｍｅｓｉｎｄｉｖ ｉ

ｄｕａｌ ｕｎｉｔｒｏｏｔｐｒｏｃｅｓｓ
）

Ｉｍ
，
Ｐｅｓａｒａｎ＆ｓｈｉｎｗ－

ｓｔａｔ １ ． ０７９０１ ０ ．８５９７ －４ ．８００３７ ０ ．００００

ＡＤＦ－Ｆｉｓｈｅｒｃｈｉ
－

ｓｑｕａｒ ｅ １３ ．０２２７ ０ ． ７９０２ ５３ ．５６６２ ０ ．００００

ＰＰ－Ｆｉ ｓｈｅｒｃｈｉ
－

ｓｑｕａｒｅ １ １ ．５９４６ ０ ．８６７４ ８６ ．６５６５ ０ ．００００

表 ３ ＬＮＪＳ 及其
一

阶差分面板单位根检验

ＬＮ ＪＳ Ｄ
（
ＬＮＪＳ

）

Ｍｅｔｈｏｄ Ｓｔａｔ ｉｓｔ ｉｃ Ｐｒｏｂ．

＊＊

Ｓｔａｔ ｉｓｔ ｉｃ Ｐｒｏｂ ．

＊＊

Ｎｕｌ ｌ ：Ｕｎｉｔｒｏｏｔ
（
ａｓ ｓｕｍｅｓｃｏｍｍｏｎ ｕｎｉｔｒｏｏｔｐｒｏｃｅ ｓｓ）

Ｌｅｖｉｎ
，

ｌ ｉｎ＆ｃｈｕｔ
－

１ ．
４４８ １７ ０

．
０７３８

－７
．
３６５８７ ０

．
００００

Ｂ ｒｅｉ ｔｕｎｇｔ
－

ｓｔａｔ ３ ．６５４２０ ０ ．９９９９
－

４．３６５１８ ０ ．００００

Ｎｕｌ ｌ
：
Ｕｎｉ ｔｒｏｏｔ

（

ａｓ ｓｕｍｅｓｉｎｄｉｖｉｄｕａｌｕｎ ｉｔ ｒｏｏｔ
ｐｒｏｃｅｓｓ ）

Ｉｍ
，
Ｐｅｓａｒａｎ＆

：ｓｈｉｎ，

ｗ
－

ｓｔａｔ １ ．６１５３８ ０ ．９４６９ ． ４３６９１９ ０ ．００００

ＡＤＦ－Ｆｉｓｈｅｒｃｈｉ
－

ｓｑｕａｒｅ １３ ．９８７０ ０ ．７２９９ ４９ ．７０１ ９ ０ ．０００１

ＰＰ－Ｆｉｓｈｅｒ ｃｈｉ
－

ｓｑｕａｒｅ １６ ．８２７７ ０ ．５３５０ ９０ ．０６１ ８ ０ ．００００
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表 ４ＬＮＭＪ 及其一阶差分面板单位根检验

ＬＮＭＪＤ
（
ＬＮＭＪ

）

Ｍｅｔｈｏｄ Ｓｔａｔ ｉｓｔ ｉｃ Ｐ ｒｏｂ．

＊ ＊

Ｓｔａｔ ｉｓｔｉｃ Ｐｒｏｂ ．

＊ ＊

Ｎｕｌｌ ：Ｕｎｉｔｒｏｏｔ
（
ａｓｓｕｍｅｓ ｃｏｍｍｏｎｕｎｉｔｒｏｏｔｐｒｏｃｅ ｓｓ

）

Ｌｅｖｉｎ
’
ｌ ｉｎ＆ｃｈｕ ｔ ０ ． ０３４８ １ ０ ．５ １３９

－

１０ ．５ １ １ １ ０ ．００００

Ｂｒｅｉｔｕｎｇｔ
－

ｓｔａｔ ４ ． １３８８４ １ ．００００ －６ ．４２ ８９６ ０ ．００００

Ｎｕｌｌ：Ｕｎｉｔ ｒｏｏｔ
（
ａｓｓｕｍｅ ｓ ｉｎｄｉｖ ｉｄｕａｌ ｕｎｉ ｔｒｏｏｔ

ｐｒｏｃｅｓｓ）

Ｉｍ
，
Ｐｅｓａｒａｎ＆ｓｈｉｎ ｗ－

ｓｔａｔ ３ ． ７０１２ ０ ０ ．９９９９
－

６ ． １５ ５７８ ０ ．００００

ＡＤＦ－Ｆｉｓｈｅｒ ｃｈ ｉ
－

ｓｑｕａｒｅ ４ ． ６０４１７ ０ ．９９９４ ６４ ． ７５ １３ ０． ００００

ＰＰ－Ｆｉｓｈｅｒｃｈｉ
－

ｓｑｕａｒｅ ４ ． ０１８３９ ０ ．９９９８ ９９ ． ３０ １９ ０ ．００００

表 ５ＬＮＧＤＰ 及其一阶差分面板单位根检验

ＬＮＧＤＰＤ
（
ＬＮＧＤＰ

）

Ｍｅｔｈｏｄ Ｓｔａｔ ｉｓｔ ｉｃ Ｐｒｏｂ ．

＊ ＊

Ｓｔａｔ ｉｓｔ ｉｃ Ｐｒｏｂ，

Ｎｕ ｌｌ
：
Ｕｎｉｔ ｒｏｏｔ

（
ａｓｓｕｍｅｓ ｃｏｍｍｏｎｕｎｉｔｒｏｏｔ

ｐｒｏｃｅ ｓｓ
）

Ｌｅｖｉｎ
， ｌ

ｉｎ＆ｃｈｕｔ
－０ ．５２ ５８８ ０ ． ２９９５ —

７
．２ １０４６ ０ ． ００００

Ｂｒｅｉｔｕｎｇｔ
－

ｓｔａｔ １ ． ５８６２４ ０ ．９４３７ －４ ．８４６３５ ０ ． ００００

Ｎｕｌｌ：Ｕｎｉ ｔｒｏｏｔ
（
ａｓｓｕｍｅｓｉｎｄｉｖｉｄｕａｌ ｕｎｉｔ ｒｏｏｔ

ｐｒｏｃ ｅｓｓ ）

Ｉｍ
，
ＰｅｓａｒａｉｉＳｃｓｈｉｎ ｗ－

ｓｔａｔ ０ ．９ １６３１ ０ ．８２０２ －

３ ．７２６４９ ０ ．０００ １

ＡＤＦ－Ｆ ｉｓｈｅｒ ｃｈｉ
－

ｓｑｕａｒｅ １５ ．５ ５９６ ０ ．６２３３ ４３
．
５７９９ ０ ．０００７

ＰＰ－Ｆ ｉｓｈｅｒｃｈｉ
－

ｓｑｕａｒｅ １１ ．８４６９ ０ ．８５５ ０ ６３ ．８３９３ ０ ．０００ １

从表 ２－５可知 ， 对于各个变量的水平值进行检验时 ， 均不能拒绝
“

存在单位根
”

的原假设 ，

即各变量均是非平稳过程． 而对各变量的一阶差分值进行检验时
，
检验结果均在 １％显著水平

上拒绝了原假设， 即各变量的
一

阶差分时间序列为平稳过程 ． 因此 ， 四个时间序列变量均为一

阶单整 １
（
１

） 过程， 从理论上讲可以进行协整检验和协整回归 ．

２ ．２ 面板协整检验

假设同期截面独立
，

基于残差的面板协整检验方法分别选取 Ｋａｏ
（
１９９９

） 检验和 Ｐｅｄｒｏｎ ｉ

（
１９９９

） 检验 ．

１
）
Ｋａｏ 检验

Ｋａｏ
（
１９ ９９

） 检验是针对同质面板的协整检验 ， 用 Ｅｖｉｅｗ ｓ８ ． ０ 检验时只有
一

种协整统计量

ＡＤＦ
，
并且只含个体截矩项

一

种形式 （
Ｉｎｄ ｉｖｉｄｕａｌｉｎｔｅｒｃｅｐｔ

） ，
ＡＤＦ检验结果为 ： ｔ

＝— ３ ． ２０３７７９
，

ｐ
＝０ ．０００７ ． 说明检验统计量 ＡＤＦ 的 ｐ 值小于给定的 ０

． ０５ 显著性水平
，
从而拒绝没有协整关

系的原假设
， 说明对所有个体而言 ， 变量 Ｌｎｘｓ 、 ｌｎ

ｊ
ｓ

、 ｌｎｍｊ 、 Ｉｎｇｄｐ 之 间存在协整关系 ．

２
） 
Ｐｅｄｒｏｎｉ检验

Ｐｅｄｒｏｎｉ
（
１９９９

） 是针对异质面板的协整检验 ，
有 ７种协整统计量， 分别为 ： ｐａｎｅ ｌｖ

－

ｓｔａｔ ｉｓｔ ｉｃ
、

ｐａｎｅ ｌｒｈｏ－

ｓｔ ａｔｉｓｔ ｉｃ
、 ｐａｎｅ ｌ

ｐｐ
－

ｓｔａｔ ｉｓｔ ｉｃ
、 ｐａｎｅ ｌＡＤＦ－ｓｔａｔ ｉｓｔ ｉｃ 、 Ｇｒｏｕｐｒｈｏ

－

ｓｔａｔｉｓｔｉｃ
、 Ｇｒｏｕｐｐｐ

－

ｓｔａｔｉｓｔｉｃ
、
Ｇｒｏｕｐ

ＡＤＦ－

ｓｔａｔｉｓｔｉｃ
，
其中前

４
个是组内统计量

（
Ｗｉｔｈｉｎ－ｄ ｉｍｅｎｓｉｏｎ

） ，
后

３
个是组间
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０．００００

０．００００

０．００００

０．００００

０．００００

０．００００

Ｃｒｏｓｓ－ｓ ｅ＾ ＜ｍ
Ｆ２７．３１＾＾７

Ｃｒｏｓｓ－ｓ ｅｔｉＢｏｎＣｔｉｌ
－ｓ取ａｒｅ １４５ ． １２５４３５

Ｐｅｒｉｏｄ Ｆ４＾３８６４０６

Ｐｅｒｉｏｄ ＣｌＨ
－

ｓｑｕａｒｅ５６．４００３４７

Ｃｒｏｓｓ
－Ｓｅ＜Ｓｏｒ ｉ

／Ｐ＾ｏｄＦ１Ｚ６６ＳＢ１５

Ｃｒｏ ＞ｓｓ
－

３ｅ＾ｏｒＷＰｅｎ〇ｄ ＣＮ
－

ｓｑａａｒｅ１６２ ．５６＾７０

统计量 （
Ｂｅｔｗｅｅｎ

－

ｄ ｉｍｅｎｓｉｏｎ
）

［

９
ｌ

． 选择既有截矩项又有趋势项进行检验 ， 检验结果见表 ６ ．

表 ６Ｐｅｄｒｏｎｉ 协整检验

Ｓｔａｔ ｉｓｔ ｉｃ Ｐｒｏｂ．

Ｐａｎｅｌ ｖ－Ｓｔａｔｉｓｔ ｉｃ
－

１ ． ８８９５３４ ０ ．９７０６

Ｐａｎｅ ｌｒｈｏ－Ｓｔａｔ ｉｓｔｉｃ １ ．４５５３６２ ０ ．９２ ７２

ＰａｎｅｌＰＰ－Ｓｔａｔｉ ｓｔ ｉｃ
－

３ ．０６１０３４ Ｏ ． ＯＯｌｌ

ＰａｎｅｌＡＤＦ－Ｓｔａｔ ｉｓｔ ｉ
ｃ

－

２ ．９５ １９９７ ０ ． ００ １６

Ｇｒｏｕｐ
ｒｈｏ－Ｓｔａｔｉ ｓｔ ｉｃ ２ ．８８５５３７ ０ ． ９９８０

Ｇｒｏｕｐ
ＰＰ－Ｓｔａｔ ｉ ｓｔ ｉｃ

－

４ ．８６２０５４ ０ ． ００００

Ｇｒｏｕｐ
ＡＤＦ－Ｓｔａｔ ｉｓｔ ｉｃ

－

２ ．６４２０６ １ ０ ．００４１

从表６知 ， 组内统计量
Ｐａｎｅ ｌＰＰ－

ｓｔａｔ ｉｓｔｉｃ 、
ＰａｎｅｌＡＤＦ－

ｓｔａｔｉｓｔｉｃ
和组间统计量Ｇｒｏｕｐ

ＰＰ－

ｓｔａｔ ｉｓｔ ｉｃ
、 Ｇｒｏｕｐ

ＡＤＦ－

ｓｔａｔｉｓｔｉｃ 的 Ｐ值小于给定的 ０ ．０ ５ 显著性水平 ，
另外三个不显著 ， 从大多

数统计量而言
，
检验均拒绝了无协关系的原假设 ， 按异质面板协整检验的说法

，
说明对一部分

个体而言这些变量之间存在协整关系 ． 同理
， 只有截矩项或 ＮＯ 的检验结果同上 ， 说明变量

Ｌｎｘｓ 、 ｌｎ
ｊ
ｓ

、 ｌｎｍｊ 、
ｌｎｇｄｐ 之间存在协整关系 ？

２ ．３ 模型设定检验

建立面板数据模型时 ，
在统计学意义下先要检验确定模型的类型． 首先进行 Ｃｈｏｗ 检验确

定其维度
，

此时对应的原假设和备择假设为 ：

＇

Ｈ
０

： 个体Ｐｏｏｌ模型 ，
时点 ＦＥ 模型．

、

私 ：

． 个体 ， 时点 ＦＥ 模型．

Ｈ
〇： 个体 ＦＥ 模型

，
时点 Ｐｏｏｌ 模型 ．

： 个体 ，
时点 ＦＥ 模型 ．

＾

Ｈ
〇

：
Ｐｏｏｌ模型

、

圯 ： 个体，
时点 ＦＥ模型 ？

以变量 ｌｎｘｓ 为被解释变量， 变量 ｌｎ
ｊ
ｓ、 Ｌｎｍ

ｊ
、 Ｌｎｇｄｐ 为解释变量进行个体和时点双固定

效应面板数据回归 ，
对回归结果进行冗余固定效应和似然比检验

，
检验结果见图 １ ．

Ｃｒｏｓ ｓ— ｓｅｃｔ ｉｏｎＦＥｔｅ ｓｔ ：

Ｐｅｒｉｏｄ ＦＥｔｅｓｔ ：

Ｃｒｏｓ ｓ
－

ｓｅｃｔ ｉｏｎａｎｄＰｅｒｉｏｄｔｅｓｔ ：

＾ｅｃｉｓ Ｔｅｓｔ Ｓｔ
ａｆｆｉｓＳｃ ｄ．１ Ｐｒｏｂ．

图 ｉ 冗余固定效应和似然比检验

从图 １ 可知
，
个体和时点的 Ｆ 和卡方检验的 Ｐ 值均小于 ０ ．０５ 的显著性水平 ， 都拒绝了

原假设
， 说明此模型至少不是 Ｐｏｏｌ 模型 ．

其次基于个体和时点双随机效应进行回归 ，
对回归结果进行 Ｈａｕｓｍａｎ

（豪斯曼） 检验 ，
发

现检验统计量的卡方统计值均为 〇
，
说明检验的方差是非有效的 ，

双随机效应检验有问题 －

§
８

０１）

１３

０１ ）

２１

１

１

１

￡８ ，

｛１３ ，

＜２１ ，
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然后 ，
基于个体固定效应 、 时点随机效应进行回归 ，

对回归结果进行 Ｈａｕｓｍａｎ
（豪斯曼）

检验
，
发现检验结果拒绝了原假设 ， 说明时点不是随机效应 ；

同样 ，
基于个体随机效应 、 时点

固定效应进行回归
，
对回归结果进行 ＨａｕＳｍａｉｉ

（豪斯曼） 检验 ， 发现检验结果拒绝了原假设
，
说

明个体也不是随机效应 ？ 检验结果分别见表 ７ ．

表 ７ 个体或时点单个随机效应的 Ｈａｕｓｍａｎ 检验

ＴｅｓｔＳｕｍｍａｒｙ Ｃｈｉ
－Ｓｑ ．Ｓｔａｔ ｉｓｔ ｉｃ Ｃｈｉ

－Ｓｑ
．ｄ ． ｆ． Ｐｒｏｂ ．

Ｐｅｒ ｉｏｄ ｒａｎｄｏｍ ２７ ．４６１２２９ ３ ０．００００

Ｃｒｏｓｓ－ ｓｅｃｔ ｉｏｎ ｒａｎｄｏｍ ６１ ．０２５６８６ ３ ０ ．００００

２ ．４ 协整回归与模型解释

通过上述检验 ，
模型设定中既排除了Ｐｏｏｌ 模型

，

又排除了个体或时点为随机效应模型 ．

因此
， 为控制不可观测因素对学前教育发展的影响 ， 该模型选择个体固定效应 、 时点不变的

ＦＧＬＳ 估计，
并用既有个体异方差又有同期截面相关设置权重 ，

进行面板协整回归 ，
协整回归

方程为 ：

Ａ八八八

Ｉｎ ｘｓ＝１ ． ０５９０７４＋
０ ．０ ９３３４８＊ Ｉｎｊ ｓ＋０ ． １ ５８４ １７ 

＊ ］ｎｍｊ＋０ ． ６０４８５１ ＊ｌａｇｄｐ（
２

）

从图 ２ 可知 ， 截矩项 Ｃ 及变量 ｌｎｊ
ｓ

、 ｌｎｍ
ｊ 、 ｌｎｇｄｐ 在给定显著性水平 Ｏ ．Ｏ ５ 下均显著，

回归

系数也符合经济学和教育学意义 ．

Ｖａｒ
ｉ
ａｂ ｌ

ｅ
＇

ｏｅｆｆｉｄｅｎ
ｔ

１．０５９０７４

０ ．０９３３４８

０． １５８４１７

Ｏ ．ｅ〇４８５１

０ ．４９３４３５

０．０１８５０３

０．０２３５９６

２ ． ６８６４７９

３＾６１４９９

２５．６６５８８

０．００００

０．００８３

０．００００

０ ．００００

图 ２ 个体固定效应的协整回归

说明陇南市在园学生数与专任教师数 、 校舍面积数 、 当地人均 ＧＤＰ 在统计上存在长期

均衡关系
，
而且解释变量与被解释变量的相依关系与预期

一致
， 可决系数为 ０ ． ９７１ ５

，
修正后的

可决系数为 ０ ．９６８８ ． 式 （
２

）
表明 ， 在保持其他变量不变的情况下

，
专任教师数每增加 １％

，
在园

学生数平均增加 ０ ．０９３３４８％
； 校舍面积数每增加 １％

， 在园学生数平均增加 ０ ．
１ ５８４１ ７％

；
人均

ＧＤＰ 每増加 １％
，
在园学生数平均增加 ０ ．６０４８５１％ ． 而且从教育经济和办学指标要求看，

这种

长期均衡关系有其解释意义． 即 ： 影响学前教育发展水平的主要因素是地区经济发展水平 ，

其次是校舍面积数和专任教师数．

通过固定效应发现 ， 不同个体对学前教育的发展存在差异 ， 就陇南市而言
，
武都区 、 宕昌

县 、 西和县 、 礼县等个体的不可观测因素对学前教育的发展具有正向作用
，
而其它 ５ 县个体

效应为负 （见表 ８
）

．
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２ ．５ 误差修正模型

从图 ２ 可知 ，
在园学生数与专任教师数 、 校舍面积数 、 人均 ＧＤＰ 存在长期均衡关系 ， 但

如果短期 内偏离这种长期均衡关系 ， 它们又是如何修回的 ？ 此时需要生成误差修正模型 ．

表 ８ 协整回归方程个体固定效应

地名 武都区 成县 文县 宕昌 康县

效应值 ０ ．４９３４３５ －０ ．１ ５６９０８ －０ ．０４８４４７ ０
． １１９０８６

－０
．
０９３９６２

地名 西和县 礼县 徽县 两当县

效应值 ０
．
６６９９００ ０． ７８８４２９ ＜ ？３９６０７３

－

１ ．３７５４６０

首先生成残差序列 ｅｃ
，
求得滞后

一阶序列 ｅｃ
（

－

ｌ
） ，
然后生成各变量的

一

阶差分序列 ｄ ｉ
？

ｍｅｓ 、ｄｌｎ
ｊ
ｓ、ｄｌｎｍ

ｊ 、ｄｌｎｇｄｐ ，选择个体固定效应、 时点不变的
ＦＧＬＳ估计

，
用既有个体异方差

又有同期截面相关设置权重 ，
生成如下误差修正模型 ．

Ｖａｒ ｉａｂｌｅ

Ｃ

Ｆ
ｌｘ＆ｄ

ｗｕ ｉｖｎｕ ｒ

ＯＬＮＧＯＰ？

ＥＣ７（

－

１ ）

Ｉ ＥＨＢｄ８ ｛Ｃｒ〇８Ｓ
｝

Ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ８ｔｄＬ ＆ｒｏｒｔ－８ ｔａｉｓｔｉｃＰｒｏｂ．

０．１７１２１０ ０．０１３４６９ １２ ．７１ １８３ ０．００００

０．１３Ａ３７１ ０．０２４５^ ５．６２６ １０１ ０．００００

０．０４５９０２ ０．０１ １ １４１ ４．１ １９９７７ ０ ．０００１

－０．３６７０６４ ０．０６９８２２ －５＾５７ １７０ ０．００００
－０２７６５０９ ０．０７０９０９ －３．８９６２２２ ０．０００２

０．０６３２２０

－０．０４２４４５

０ ．０４０４５７

０ ．０７１ １４３

０ ．０１５６７０

０ ．００１０５３

－０．０４２７０２

－０．０３７０ｔ５

－０．０６９３８０

图 ３ 误差修正模型

从图 ３ 可知 ， 滞后 １ 期的各变量均通过了显著性水平为 ０ ．０５ 的 Ｐ 值检验
， 误差修正模型

回归方程为 ：

Ａ八 八 八

ｄ ｌｎ ｘｓ ＝０ ． １７ １２ １０＋０ ．１ ３８３７１＾ ｄ ｌｎ ｊｓ＋０ ． ０４５９０２＊ｄ ｌｎｍｊ

—

０ ．
３６ ７０６４ ＊ ｄ ｉｎ—

０ ．２７６５０９ｅｃ
（

－

１
） （

３
）

式 （
３

） 中 ＥＣ（

－

１
） 的系数

－

０ ．２７６５０９
，
是短期 内如果偏离长期均衡关系时的修复力度． 各

地个体固定效应值见表 ９
．

表 ９ 误差修正模型个体固定效应

地名 武都区 成县 文县 宕昌 康县

效应值 ０ ．０６３２２０
－

０ ．０４２４４５ ０ ．０４０４５７ ０ ．０７１ １４３ ０
．
０１ ５６７０

地名 西和县 礼县 徽县 两当县

效应值 ０ ．００１０５ ３
－

０ ．０４２７０２
－

０ ．０３７０ １５
－

０ ．０６９３８０

３ 结论及建议

文章基于陇南市各县区 ２００３
－２０ １ ６年的面板数据建立模型 ，

实证分析陇南市学前教育在
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园幼儿数 、 专任教师数 、 校舍面积数和当地经济发展水平之 间的协整关系 ． 从各序列数据分

布图可知 ， 各县区在园学生数 、 专任教师数 、 校舍面积数在 ２００３
－２０１ ０ 年期间无明显上升趋

势
，
但 ２０ １ １

￣２０ １６ 年的 ６ 年间有显著的上升趋势 ？ 说明实施两轮三年行动计划的政策驱动对

学前教育发展有显著的影响 ． 各县区 ２００３
－

２ ０１６ 年人均 ＧＤＰ 呈现逐年上升趋势 ， 在时间点

２００８ 年之后有明显的上升趋势 ，
这与灾后重建的政策驱动有关 ，

而与两轮次的学前教育三年

行动计划无关 ．

从协整回归模型可知 ，
在园学生数与专任教师数 、 校舍面积数 、 当地人均 ＧＤＰ 在统计

上存在长期均衡关系 ？ 在保持其他变量不变的情况下 ， 专任教师数每增加 １％
， 在园学生数平

均增加 ０ ．０９３３４８％
；
校舍面积数每增加 １％

，
在园学生数平均增加 ０ ．

１５ ８４ １７％
； 人均 ＧＤＰ 每增

加 １％
，
在园学生数平均增加 ０ ．６０４８５ １％ ． 从教育经济和办学指标要求看 ，

这种长期均衡关系

有其解释意义 ： 影响陇南学前教育发展水平的主要因素是地区经济发展水平 ，
因为从需求角

度看，
经济发展水平越髙的地区 ，

其居民的支付能力也就越高， 对学前教育的需求也会越大 ；

其次是校舍面积数 ，
充足的校舍面积可以满足 日益增多的学龄儿童全部入园

，
可以促进入园

率的提高 ； 再次是专任教师数，
尽管专任教师数的边际贡献不是很大 ，

但从学前教育质量提

高而言 ，
配备足额的专任教师可以保证学前教育的发展质量．

综上所述
，
当政府完成了学前教育两轮三年行动计划之后 ， 陇南市各县区幼儿园校舍面

积得到了快速增长 ，
专任教师得到

一

定的补充 ，
学前教育三年毛入园率平均达到了９２ ．

１ ２％
，

学前教育规模基本趋于稳定 ， 全市各县区学前教育发展规模与专任教师数 、 幼儿园校舍面积

数 、 地方经济发展水平之间从长远看将会保持
一种长期均衡关系 ． 但由 于陇南属秦巴山 区集

中连片贫困区 ，
是甘肃省贫困人 口最多的地区之

一

，
经济落后 、 山大沟深 、 乡村农户居住分

散 、 村级幼儿园短缺仍是制约学前教育发展的主要因素 ． 在短期内 ， 这种均衡关系会被打破 ，

式
（
３

） 给出了短期内如果偏离长期均衡关系时的修复力度． 今后 ， 各级地方政府还是要从发

展地方经济抓起
，

通过提高学前教育投入和居民支付能力来增加对学前教育的需求 ，
扩大学

前教育规模． 同时 ， 针对各县区及城乡经济水平差异大 、 学前教育发展不均衡的问题
，
地方政

府应制订统筹城乡教育发展规划 ， 宏观调控城乡教育资源的配置 ．

一方面
， 要加大对农村园 、

薄弱园的扶持力度 ，
充分发挥经济为教育服务的功能 ， 公共财政经费 向农村及乡镇学前教育

倾斜 ，
重点是建立长效 、 规范的保障制度 ， 用优质的教学条件和学前教育服务来留住幼儿 ？

， 另

一方面， 随着城镇化进程的推进 ，
对于县城学前教育 ，

面对进城务工人员随迁子女人数剧增的

趋势 ，
要科学测算适龄儿童

，
积极扩大学前教育资源量 ，

满足随迁儿童的入园需求 ． 在保证适

龄儿童有园上的同时
，
还要着力解决上好园的问题．
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ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ａｎｄ　ｇｌｏｂａｌｌｙ　ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｓ　ａｒｅ　ｏｂｔａｉｎｅｄ．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｓｏｍｅ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ　ａｒｅ　ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ　ｔｏ　ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｐａｒａｍｅｔｅｒ　ａｎｄ　ｏｒｄｅｒ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ　ｎｏｔ　ｏｎｌｙ　ａｆｆｅｃｔ　ｔｈｅ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ　ｒａｔｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｓ，ｂｕｔ　ａｌｓｏ　ｈａｖｅ　ａｎ　ｉｍｐｏｒｔａｎｔ　ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ．
Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ－ｏｒｄｅｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　ｅｑｕａｔｉｏｎ；ｇｅｎｅｒａｌｉｓｔ　ｐｒｅｄａｔｏｒ－ｐｒｅｙ　ｍｏｄｅｌ；ｂｏｕｎｄｅｄｎｅｓｓ；ｓｔａｂｉｌｉｔｙ

　　分数阶微积分将导数和积分推广至任意阶，分
数阶微分方程常被用来描述黏弹性、电动电路、电
化学现象等．近年来，随着分数阶微积分方程研究
的不断发展，分数阶种群系统的动力学研究逐渐成
为了一个热点课题，并且已经取得了一系列好的结
果［１－４］．Ｅｒｂａｃｈ等［５］讨论了一类广义捕食系统的双
稳态和极限环的存在性问题，指出广义捕食系统的
动力学行为较具有一般反应函数的捕食系统更加丰

富．Ｅｌ－Ｓｈａｈｅｄ［６］等讨论了一类分数阶广义捕食者－
食饵模型正平衡点的存在性、稳定性和极限环．目
前，针对 Ｈｏｌｌｉｎｇ－Ⅱ型功能反应的分数阶捕食系统
的研究已有许多结果［７－９］．

文中考虑一类具有 Ｈｏｌｌｉｎｇ－Ⅱ型功能反应的分

数阶广义捕食者－食饵模型：

Ｄαｘ（ｔ）＝ｒｘ（ｔ）１－
ｘ（ｔ）
Ｋ（ ）－

　　β
ｘ（ｔ）ｙ（ｔ）
１＋σｘ（ｔ）

，

Ｄαｙ（ｔ）＝
δｘ（ｔ）ｙ（ｔ）
１＋σｘ（ｔ）＋

　　
ｃｙ（ｔ）
１＋ｄｙ（ｔ）

－ｅｙ（ｔ），

烅

烄

烆

（１）

其中α∈（０，１］，ｒ，Ｋ，β，δ，σ，ｃ，ｄ，ｅ均为正常数，

ｘ，ｙ分别表示食饵和捕食者的种群密度，初始条
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件为ｘ（０）＞０，ｙ（０）＞０且ｃ＞ｅ．有关系统（１）的
详细生物学意义参见文献［５］．

１　预备知识和引理

首先介绍分数阶微积分的相关知识．
定义１［１０］　设ｆ：Ｒ →＋ Ｒ，则其 Ｒｉｅｍａｎｎ－

Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶积分定义如下：

Ｉαｆ（ｔ）＝
１
Γ（α）∫

ｔ

０
（ｔ－ｓ）α－１　ｆ（ｓ）ｄｓ，

其中Γ（·）是伽玛函数．
定义２［１１］　Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数定义如下：

Ｄαｆ（ｔ）＝
１

Γ（ｎ－α）∫
ｔ

０

ｆ（ｎ）（ｓ）
（ｔ－ｓ）α＋１－ｎ

ｄｓ，

其中α＞０，ｎ－１＜α＜ｎ，ｎ是整数，Γ（·）是伽玛
函数．
设分数阶系统

Ｄαｘ（ｔ）＝ｆ１（ｘ，ｙ），

Ｄαｙ（ｔ）＝ｆ２（ｘ，ｙ），

ｘ（０）＝ｘ０，ｙ（０）＝ｙ０，α∈ （０，１］
烅

烄

烆

（２）

有平衡点（ｘｅ，ｙｅ）．
引理１［１２］　分数阶系统（２）的平衡点（ｘｅ，ｙｅ）是

局部渐近稳定的当且仅当雅克比矩阵

Ｊ＝
ｆ１／ｘ ｆ１／ｙ
ｆ２／ｘ ｆ２／ｙ
烄

烆

烌

烎
在平衡点（ｘｅ，ｙｅ）的所有特征值λｉ 满足条件

ａｒｇ（λｉ）＞
απ
２ ．

引理２［１３］　设ｘ（ｔ）∈Ｒ＋ 是一个连续可微函
数，则对任意时刻ｔ≥ｔ０，有

Ｄα ｘ（ｔ）－ｘ＊－ｘ＊ｌｎ
ｘ（ｔ）
ｘ＊｛ ｝≤

　　 １－
ｘ＊

ｘ（ｔ）｛ ｝Ｄαｘ（ｔ），
　　ｘ＊ ∈Ｒ＋，α∈ （０，１）．

　　引理３［１４］　考虑如下分数阶系统：

Ｄαｘ（ｔ）＝ｆ（ｔ，ｘ），ｔ＞ｔ０， （３）

其中ｘ（０）＝ｘ（ｔ０），α∈（０，１］，ｆ：［ｔ０，∞）× →Ω
Ｒｎ，ΩＲｎ．如果ｆ（ｔ，ｘ）关于ｘ满足局部利普希茨
条件，则系统（３）在［ｔ０，∞）×Ω 上存在唯一解．
引理４［１４］（比较定理）　若 Ｄαｘ（ｔ）≤Ｄαｙ（ｔ），

ｘ（０）＝ｙ（０），其中α∈（０，１］，则ｘ（ｔ）≤ｙ（ｔ）．
引理５［１５］　设ｕ（ｔ）是定义在［ｔ０，∞）上的连续

函数且满足

Ｄαｕ（ｔ）≤－λｕ（ｔ）＋μ，

ｕ（ｔ０）＝ｕｔ０，｛
其中０＜α＜１，（λ，μ）∈Ｒ

２ 且λ≠０，初始时刻ｔ０≥
０．则

ｕ（ｔ）≤ ｕｔ０－μλ（ ）Ｅα［－λ（ｔ－ｔ０）α］＋μλ，
其中Ｅα 是 Ｍ－Ｌ函数，即

Ｅα（ｚ）＝∑
∞

ｋ＝０

ｚｋ

Γ（ｋα＋１）
，ｚ∈Ｃ．

２　主要结果及其证明

２．１　解的存在唯一性
定理１　对任意初值（ｘ（ｔ０），ｙ（ｔ０））∈Ω，Ω＝

｛（ｘ，ｙ）∈Ｒ２：ｍａｘ｛｜ｘ｜，｜ｙ｜｝≤Ｍ｝，系统（１）存在
唯一解Ｘ＝（ｘ，ｙ）∈Ω．
证明　令Ｘ＝（ｘ，ｙ），珡Ｘ＝（珚ｘ，珔ｙ），定义映射

Ｈ（Ｘ）＝（Ｈ１（Ｘ），Ｈ２（Ｘ）），其中

Ｈ１（Ｘ）＝ｒｘ　１－
ｘ
Ｋ（ ）－ βｘｙ

１＋σｘ
，

Ｈ２（Ｘ）＝
δｘｙ
１＋σｘ ＋

ｃｙ
１＋ｄｙ

－ｅｙ．
烅

烄

烆

（４）

对Ｘ，珡Ｘ∈Ω，由（４）式可得

Ｈ（Ｘ）－Ｈ（珡Ｘ） ＝∑
２

ｉ＝１
Ｈｉ（Ｘ）－Ｈｉ（珡Ｘ） ≤

　　 ｒ＋
２ｒ
Ｋ ＋β＋δ（ ）Ｍ［ ］ｘ－珚ｘ ＋

　　 （β＋δ）Ｍ ＋
１
σ（ ）＋ｃ＋ｅ［ ］ｙ－珔ｙ ≤

　　Ｌ　Ｘ－珡Ｘ ，
其中

Ｌ＝ｍａｘ｛ｒ＋ ２ｒ
Ｋ ＋β＋δ（ ）Ｍ，

（β＋δ）Ｍ ＋
１
σ（ ）＋ｃ＋ｅ｝，

即系统（１）关于Ｘ 满足局部利普希茨条件，由引
理３知系统（１）存在唯一解．　　】

２．２　非负性和有界性
定理２　记Ω＋ ＝｛（ｘ，ｙ）∈Ω：ｘ∈Ｒ＋，ｙ∈

Ｒ＋｝，且ｘ（ｔ０）＞０，ｙ（ｔ０）＞０．则对任意始于Ω＋的

初值，系统（１）的所有解是非负的．
证明　注意到ｘ（ｔ０）＞０，故只需证明对任意

的ｔ＞ｔ０，ｘ（ｔ）≥０．设存在时刻ｔ１＞ｔ０，使得ｘ（ｔ１）

＜０．由于 ｘ（ｔ０）＞０，所以存在ｔ２ ＞ｔ０ 使得
ｘ（ｔ２）＝０．记珋ｔ＝ｍｉｎ｛ｔ２＞０：ｘ（ｔ２）＝０｝，则当ｔ＞珋ｔ
＞ｔ０ 时，有
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　Ｄαｘ（珋ｔ）ｘ（珋ｔ）＝０＝

　　　ｒｘ（珋ｔ）１－
ｘ（珋ｔ）
Ｋ － βｙ（珋ｔ）

１＋σｘ（珋ｔ）（ ）＝０．　（５）
　　另一方面，由珋ｔ的定义并结合ｘ（ｔ０）＞０知

ｘ（ｔ）＞０，ｔ∈［ｔ０，珋ｔ］．令ｗ（ｔ）＝－ｘ（ｔ），ｔ∈［ｔ０，珋ｔ），

则ｗ（珋ｔ）＝０且ｗ（ｔ）＜０，ｔ∈［ｔ０，珋ｔ）．由引理４知

Ｄαｗ（ｔ）＞０，即Ｄαｘ（ｔ）＜０，这与（５）式矛盾．同
理可证ｙ（ｔ）≥０．　　】
定理３　集合

Γ＝｛（ｘ，ｙ）∈Ω＋：０≤ｘ＋βδｙ≤

　　
Ｋ（ｒ＋ｅ）２

４ｒｅ ＋ β
ｃ
δｄｅ ＋ε

，ε＞０｝
是关于系统（１）的正不变集，且对任意初值条件
（ｘ（ｔ０），ｙ（ｔ０））∈Ω＋，Γ是关于系统（１）的全局吸
引集，并且系统（１）的所有解均有界．

证明　考虑函数ｗ（ｔ）＝ｘ（ｔ）＋βδｙ
（ｔ），则

Ｄαｗ（ｔ）＋ｅｗ（ｔ）≤－
ｒｘ２

Ｋ ＋（ｒ＋ｅ）ｘ＋β
ｃ
δｄ ≤

　　
Ｋ（ｒ＋ｅ）２

４ｒ ＋β
ｃ
δｄ
．

由引理５可得

０≤ｗ（ｔ）≤ ｗ（ｔ０）－
Ｋ（ｒ＋ｅ）２

４ｒｅ － β
ｃ
δｄｅ（ ）×

　　Ｅα［－ｅ（ｔ－ｔ０）α］＋

　　
Ｋ（ｒ＋ｅ）２

４ｒｅ ＋ β
ｃ
δｄｅ

． （６）

因此，系统（１）始于Ω＋的所有解均位于集合

Γ＝｛（ｘ，ｙ）∈Ω＋：ｘ＋βδｙ≤

　　
Ｋ（ｒ＋ｅ）２

４ｒｅ ＋ β
ｃ
δｄｅ ＋ε

，ε＞０｝
中，即Γ是关于系统（１）的正不变集．

根据（６）式，若ｗ（ｔ０）≤
Ｋ（ｒ＋ｅ）２

４ｒｅ ＋ β
ｃ
δｄｅ

，

则系统（１）的解停留在集合Γ 内，Ｅα［－ｅ（ｔ－

ｔ０）α］→０（ｔ→＋∞）．若 ｗ（ｔ０）＞
Ｋ（ｒ＋ｅ）２

４ｒｅ ＋

βｃ
δｄｅ

，则系统（１）的所有解最终收敛到集合Γ，故

Γ是一全局吸引集，且对于任意初值条件（ｘ（ｔ０），

ｙ（ｔ０））∈Ω＋，系统（１）的所有解均有界．　　】

２．３　平衡点的局部稳定性
令Ｄαｘ（ｔ）＝０，Ｄαｙ（ｔ）＝０，易得系统（１）的４

个平衡点分别是 Ｅ０（０，０），Ｅ１（Ｋ，０），Ｅ２（０，
ｃ－ｅ
ｅｄ ），Ｅ３（ｘ＊，ｙ＊）．为证明平衡点的稳定性，先
给出系统（１）在点（ｘ，ｙ）处的雅克比矩阵

Ｊ（ｘ，ｙ）＝
Ｊ１１ － βｙ

１＋σｘ
δｙ

（１＋σｘ）２
Ｊ２２

烄

烆

烌

烎

，（７）

其中，

Ｊ１１＝ｒ－
２ｒｘ
Ｋ － βｙ

（１＋σｘ）２
，

Ｊ２２＝
δｙ
１＋σｘ ＋

ｃ
（１＋ｄｙ）２

－ｅ．

　　显然，系统（１）的平凡平衡点Ｅ０（０，０）和边界
平衡点Ｅ１（Ｋ，０）均不稳定．
定理４　若ｒｅｄ＜β（ｃ－ｅ），则系统（１）的边界

平衡点Ｅ２ 局部渐近稳定；若ｒｅｄ＞β（ｃ－ｅ），则系
统（１）的边界平衡点Ｅ２ 不稳定．
证明　由雅克比矩阵（７）可知，系统（１）在

Ｅ２ ０，
ｃ－ｅ
ｅｄ（ ）点的雅克比矩阵为
Ｊ　０，

ｃ－ｅ
ｅｄ（ ）＝ ｒ－βＬ　 ０

δＬ －Ｌｃｅｄ（ ），
其中Ｌ＝

ｃ－ｅ
ｅｄ ．当ｒｅｄ＜β（ｃ－ｅ）时，易得Ｅ２ 的

两个特征值分别为

λ１＝ｒ－β
（ｃ－ｅ）
ｅｄ ＜０，λ２＝－

ｅ（ｃ－ｅ）
ｃ ＜０．

于是，ａｒｇ（λ１）＝ａｒｇ（λ２）＝π，即 ａｒｇ（λ１）＞
απ
２
，

ａｒｇ（λ２）＞
απ
２
，由引理１知平衡点Ｅ２ 局部渐近

稳定．若ｒｅｄ＞β（ｃ－ｅ），则Ｅ２ 的两个特征值异
号，所以Ｅ２ 不稳定．　　】
定理５　若ｅσ＜δ，β（ｃ－ｅ）＜ｒｄｅ，且下列条件

之一成立：
（ｉ）ｔｒ（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））≤０；
（ｉｉ）ｔｒ（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））＞０，

ｔｒ２（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））－４ｄｅｔ（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））≤０，

ｔｒ２（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））－４ｄｅｔ（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））
１
２ ＞

　　ｔｒ（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））ｔａｎ
απ
２
．

则系统（１）的正平衡点Ｅ３（ｘ＊，ｙ＊）局部渐近稳定．
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证明　由（７）式得系统（１）在正平衡点

Ｅ３（ｘ＊，ｙ＊）的雅克比矩阵为

Ｊ（ｘ＊，ｙ＊）＝

　　
－
ｒｘ＊
Ｋ ＋ βσｙ＊ｘ＊

（１＋σｘ＊）２
－ βｘ＊
１＋σｘ＊

δｙ＊
（１＋σｘ＊）２

－
ｃｄｙ＊

（１＋ｄｙ＊）２

烄

烆

烌

烎

，

其特征方程为

λ２－ｔｒ（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））＋ｄｅｔ（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））＝０，
故其特征根可表示为

λ１＝
１
２｛ｔｒ（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））＋［ｔｒ２（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））－

　　４ｄｅｔ（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））］
１
２｝， （８）

λ２＝
１
２｛ｔｒ（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））－［ｔｒ２（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））－

　　４ｄｅｔ（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））］
１
２｝． （９）

　　若条件（ｉ）成立，则有下列３种情形：

情形１　ｔｒ（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））＝０．此时λ１ 和λ２ 是一

对共轭复数根，且ａｒｇ（λ１）＝
π
２
，ａｒｇ（λ２）＝－

π
２
，

故 ａｒｇ（λ１）＞
απ
２
，ａｒｇ（λ２）＞

απ
２．
由引理１知正

平衡点Ｅ３（ｘ＊，ｙ＊）局部渐近稳定．
情形２　ｔｒ（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））＜０，ｔｒ２（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））－

４ｄｅｔ（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））≥０．此时λ１＜０，λ２＜０，于是

ａｒｇ（λ１）＞
απ
２
，ａｒｇ（λ２）＞

απ
２．
由引理１知正平

衡点Ｅ３（ｘ＊，ｙ＊）局部渐近稳定．
情形３　ｔｒ（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））＜０，ｔｒ２（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））－

４ｄｅｔ（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））＜０．此时λ１ 和λ２ 仍是一对共轭
复根，且Ｒｅ（λ１）＝Ｒｅ（λ２）＜０，故 ａｒｇ（λ１） ＞
απ
２
，ａｒｇ（λ２）＞

απ
２．
由引理１知正平衡点Ｅ３（ｘ＊，

ｙ＊）局部渐近稳定．
综上可知，在条件（ｉ）下正平衡点Ｅ３（ｘ＊，ｙ＊）

局部渐近稳定．
若条件（ｉｉ）成立，则由特征值表达式（８）和

（９）可知：λ１ 和λ２ 是一对共轭复根，且

Ｉｍ（λ１）＝－Ｉｍ（λ２）＝

　　［４ｄｅｔ（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））－ｔｒ２（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））］
１
２ ＞０，

Ｒｅ（λ１）＝Ｒｅ（λ２）＝ｔｒ（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））＞０，
于是

Ｉｍ（λ１）＞Ｒｅ（λ１）ｔａｎ
απ
２（ ），

－Ｉｍ（λ２）＞Ｒｅ（λ２）ｔａｎ
απ
２（ ），

这意味着

απ
２ ＜ａｒｇ（λ１）＜

π
２
，

－ π２ ＜
ａｒｇ（λ２）＜－

απ
２
，

故

ａｒｇ（λ１） ＞
απ
２
，ａｒｇ（λ２） ＞

απ
２
．

由引理１可知，在条件（ｉｉ）下正平衡点Ｅ３（ｘ＊，ｙ＊）
局部渐近稳定．　　】
定理６　若ｅσ＜δ，β（ｃ－ｅ）＜ｒｄｅ，ｔｒ（Ｊ（ｘ＊，

ｙ＊））＞０，且下列条件之一成立：
（ｉ）ｔｒ２（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））－４ｄｅｔ（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））≥０；
（ｉｉ）ｔｒ２（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））－４ｄｅｔ（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））＜０，

ｔｒ２（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））－４ｄｅｔ（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））
１
２ ＜

　　ｔｒ（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））ｔａｎ
απ
２
．

则系统（１）的正平衡点Ｅ３（ｘ＊，ｙ＊）不稳定．
证明　若条件（ｉ）成立，则其特征方程至少有

一个正根，此即意味着平衡点Ｅ３（ｘ＊，ｙ＊）不稳定．
若条件（ｉｉ）成立，则λ１ 和λ２ 是一对共轭复根，

且

Ｉｍ（λ１）＝－Ｉｍ（λ２）＞０，

Ｒｅ（λ１）＝－Ｒｅ（λ２）＞０．
结合条件（２），有

Ｉｍ（λ１）＜Ｒｅ（λ１）ｔａｎ
απ
２（ ），

－Ｉｍ（λ２）＜Ｒｅ（λ２）ｔａｎ
απ
２（ ），

即

０＜ａｒｇ（λ１）＜
απ
２
，－απ２ ＜ａｒｇ（λ２）＜０．

故

ａｒｇ（λ１） ＜
απ
２
， ａｒｇ（λ２） ＜

απ
２
，

结合引理１知平衡点Ｅ３（ｘ＊，ｙ＊）不稳定．　　】

２．４　平衡点的全局渐近稳定性

定理７　若ｅσ＜δ，β（ｃ－ｅ）＜ｒｄｅ，且
ｒ
Ｋ ＞

βσｙ＊
（１＋σｘ＊）

，则系统（１）的正平衡点Ｅ３（ｘ＊，ｙ＊）是

３１
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全局渐近吸引的．
证明　定义Ｅ３（ｘ＊，ｙ＊）处的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

Ｖ（ｔ）为

Ｖ（ｔ）＝ ｘ（ｔ）－ｘ＊－ｘ＊ｌｎ
ｘ
ｘ＊（ ）＋

　　Ｌ　ｙ（ｔ）－ｙ＊－ｙ＊ｌｎ
ｙ
ｙ＊（ ），

其中Ｌ＞０，则由引理２可得

ＤαＶ（ｔ）≤
ｘ（ｔ）－ｘ＊
ｘ（ｔ） Ｄαｘ（ｔ）＋

　　Ｌ
ｙ（ｔ）－ｙ＊
ｙ（ｔ）

Ｄαｙ（ｔ）≤

　　－
ｒ
Ｋ －

βσｙ＊
（１＋σｘ）（１＋σｘ＊）（ ）（ｘ－ｘ＊）２－

　　β
（ｘ－ｘ＊）（ｙ－ｙ＊）

１＋σｘ ＋

　　
Ｌδ（ｘ－ｘ＊）（ｙ－ｙ＊）
（１＋σｘ）（１＋σｘ＊）

－

　　
Ｌｃｄ（ｙ－ｙ＊）２

（１＋ｄｙ）（１－ｄｙ＊）
．

取Ｌ＝β
δ
（１＋σｘ＊），由假设

ｒ
Ｋ ＞

βσｙ＊
（１＋σｘ＊）＞

βσｙ＊
（１＋σｘ）（１＋σｘ＊）

即得

ＤαＶ（ｔ）≤

　　－
ｒ
Ｋ －

βσｙ＊
（１＋σｘ）（１＋σｘ＊）（ ）（ｘ－ｘ＊）２－

　　
Ｌｃｄ（ｙ－ｙ＊）２

（１＋ｄｙ）（１＋ｄｙ＊）≤
０，

于是ＤαＶ（ｔ）≤０，且当（ｘ，ｙ）≠（ｘ＊，ｙ＊）时ＤαＶ（ｔ）

＜０．于是对任意初值（ｘ（ｔ０），ｙ（ｔ０））∈Ω＋，系统
（１）的解有界．此外，零平衡点Ｅ０（０，０），边界平

衡点Ｅ１（Ｋ，０）和Ｅ２ ０，
ｃ－ｅ
ｅｄ（ ）均不稳定．因为集

合珚Γ：＝｛（ｘ，ｙ）：ＤαＶ（ｔ）＝０｝只包含｛Ｅ３｝，根据文
献［１６］的引理４．６知，对任意初值（ｘ（ｔ０），ｙ（ｔ０））

∈Ω＋，当ｔ→＋∞时，（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ））→（ｘ＊，ｙ＊），即
正平衡点Ｅ３（ｘ＊，ｙ＊）是全局吸引的，因而系统
（１）的正平衡点 Ｅ３（ｘ＊，ｙ＊）是全局渐近稳定
的．　　】

３　数值模拟

例１　取ｒ＝０．６，Ｋ＝１，σ＝４０，β＝０．０４，δ＝
２０，ｃ＝０．５，ｄ＝１，ｄ＝０．４８，α＝０．９９．显然不等式

图１　平衡点Ｅ３（０．５１４６，１５７．１５）局部渐近稳定

Ｆｉｇ　１ Ｌｏｃａｌ　ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ
Ｅ３（０．５１４６，１５７．１５）

图２　平衡点Ｅ３（０．０１３９８４８，２３．２２７３）局部渐近稳定

Ｆｉｇ　２ Ｌｏｃａｌ　ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ
Ｅ３（０．０１３９８４８，２３．２２７３）

（ａ）α＝０．５３

（ｂ）α＝０．５８

（ｃ）α＝０．６１２
图３　系统稳定性的动态变化过程

Ｆｉｇ　３ Ｄｙｎａｍｉｃ　ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ　ｏｆ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ
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ｅσ＜δ，β（ｃ－ｅ）＜ｒｄｅ成立，且条件ｔｒ（Ｊ（ｘ＊，ｙ＊））

＝－０．０３４≤０亦满足，所以由定理５的条件（ｉ）知
平衡点Ｅ３（ｘ＊，ｙ＊）＝（０．５１４６，１５７．１５）局部渐近稳
定（图１）．
若取Ｋ＝２，ｅ＝０．２，α＝０．７１，其他参数不变，

则不等式ｅσ＜δ和β（ｃ－ｅ）＜ｒｄｅ均成立，且定理５
的条件（ｉｉ）亦成立，所以平衡点Ｅ３（ｘ＊，ｙ＊）＝
（０．０１３９８４８，２３．２２７３）局部渐近稳定（图２）．
取Ｋ＝２，δ＝１５，其他参数不变，α 分别取

０．５３，０．５８和０．６１２，两不等式仍然成立，图３（ａ）

～（ｃ）体现了相应的平衡点从稳定到不稳定的变化
过程．

参考文献：

［１］　ＲＩＶＥＲＯ　Ｍ，ＲＵＪＩＬＬＯ　Ｊ　Ｊ，ＶＺＱＵＥＺ　Ｌ，ｅｔ　ａｌ．

Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ　ｄｙｎａｍｉｃｓ　ｏｆ　ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ａｐｐｌｉｅｄ

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　ａｎｄ　Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，２０１１，２１８（３）：

１０８９．
［２］　ＡＨＭＥＤ　Ｅ，Ｅｌ－ＳＡＹＥＤ　Ａ　Ｍ　Ａ，Ｅｌ－ＳＡＫＡ　Ｈ　Ａ　Ａ．

Ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ　ｐｏｉｎｔｓ，ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ａｎｄ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

ｏｆ　ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ－ｏｒｄｅｒ　ｐｒｅｄａｔｏｒ－ｐｒｅｙ　ａｎｄ　ｒａｂｉｅｓ　ｍｏｄｅｌｓ
［Ｊ］．Ｊ　Ｍａｔｈ　Ａｎａｌ　Ａｐｐｌ，２００７，３２５（１）：５４２．

［３］　ＳＥＬＶＡＭ　Ａ，ＤＨＩＮＥＳＨＢＡＢＵ　Ｒ，ＪＡＣＯＢ　Ｓ．

Ｄｙｎａｍｉｃａｌ　ｂｅｈａｖｉｏｒｓ　ｏｆ　ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ　ｏｒｄｅｒ　ｐｒｅｙ　ｐｒｅｄａｔｏｒ

ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ａｄｖａｎｃｅｄ

Ｒｅｓｅａｒｃｈ，２０１７，５（７）：２１８４．
［４］　ＶＡＲＧＡＳ－Ｄｅ－ＬＥＮ　Ｃ．Ｖｏｌｔｅｒｒａ－ｔｙｐｅ　Ｌｙａｐｕｎｏｖ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ｆｏｒ　ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ－ｏｒｄｅｒ　ｅｐｉｄｅｍｉｃ　ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．

Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ　 ｉｎ　 Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　 Ｓｃｉｅｎｃｅ　 ａｎｄ

Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ，２０１５，２４（１／３）：７５．
［５］　ＥＲＢＡＣＨ　Ａ，ＬＵＴＳＣＨＥＲ　Ｆ，ＳＥＯ　Ｇ．Ｂｉｓｔａｂｉｌｉｔｙ

ａｎｄ　ｌｉｍｉｔ　ｃｙｃｌｅｓ　ｉｎ　ｇｅｎｅｒａｌｉｓｔ　ｐｒｅｄａｔｏｒ－ｐｒｅｙ　ｄｙｎａｍｉｃｓ
［Ｊ］．Ｅｃｏｌｏｇｉｃａｌ　Ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ，２０１３，１４（６）：４８．

［６］　Ｅｌ－ＳＨＡＨＥＤＬ　Ｍ，ＡＨＭＥＤ　Ａ　Ｍ，ＡＢＤＥＬＳＴＡＲ　Ｉ

Ｍ　Ｅ．Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ　ｏｒｄｅｒ　ｍｏｄｅｌ　ｉｎ　ｇｅｎｅｒａｌｉｓｔ　ｐｒｅｄａｔｏｒ－

ｐｒｅｙ　ｄｙｎａｍｉｃｓ ［Ｊ］．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　Ａｎｄ　ｉｔｓ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１６，４（３－Ａ）：

１９．

［７］　ＮＯＳＲＡＴＩ　Ｋ，ＳＨＡＦＩＥＥ　Ｍ．Ｄｙｎａｍｉｃ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ

ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ－ｏｒｄｅｒ　ｓｉｎｇｕｌａｒ　Ｈｏｌｌｉｎｇ　ｔｙｐｅ－Ⅱ ｐｒｅｄａｔｏｒ－

ｐｒｅｙ　ｓｙｓｔｅｍ ［Ｊ］．Ａｐｐｌｉｅｄ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　ａｎｄ

Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，２０１７，３１３：１５９．
［８］　ＪＡＶＩＤＩ　Ｍ，ＮＹＡＭＯＲＡＤＩ　Ｎ．Ｄｙｎａｍｉｃ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ

ａ　ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ　ｏｒｄｅｒ　ｐｒｅｙ－ｐｒｅｄａｔｏｒ　ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ　ｗｉｔｈ

ｈａｒｖｅｓｔｉｎｇ［Ｊ］．Ａｐｐｌｉｅｄ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ，

２０１３，３７（２０／２１）：８９４６．
［９］　ＲＩＨＡＮ　Ｆ　Ａ，ＬＡＫＳＨＭＡＮＡＮ　Ｓ，ＨＡＳＨＩＳＨ　Ａ

Ｈ．Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ－ｏｒｄｅｒ　ｄｅｌａｙｅｄ　ｐｒｅｄａｔｏｒ－ｐｒｅｙ　ｓｙｓｔｅｍｓ

ｗｉｔｈ　Ｈｏｌｌｉｎｇ　ｔｙｐｅ－Ⅱ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ ［Ｊ］．

Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　Ｄｙｎａｍｉｃｓ，２０１５，８０（１／２）：７７７．
［１０］　ＰＯＤＬＵＢＮＹ　Ｉ．Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ

［Ｍ］．Ｌｏｎｄｏｎ：Ａｃａｄｅｍｉｃ　Ｐｒｅｓｓ，１９９９．
［１１］　ＫＩＬＢＡＳ　Ａ，ＳＲＩＶＡＳＴＡＶＡ　Ｈ，ＴＲＵＪＩＬＬＯ　Ｊ．

Ｔｈｅｏｒｙ　ａｎｄ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ

Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｍ］．Ｎｅｗ　Ｙｏｒｋ：Ｅｌｓｅｖｉｅｒ，２００６．
［１２］　ＰＥＴＲＡＳ　Ｉ．Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ－Ｏｒｄｅｒ　Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　Ｓｙｓｔｅｍｓ：

Ｍｏｄｅｌｉｎｇ，Ａｎａｌｙｓｉｓ　ａｎｄ　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ［Ｍ］．Ｌｏｎｄｏｎ：

Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，２０１１．
［１３］　ＤＥＮＧ　Ｗｅｉ－ｈｕａ，ＬＩ　Ｃｈａｎｇ－ｐｉｎ，ＬＵ　Ｊｉｎ－ｈｕ．Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ

ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｌｉｎｅａｒ　ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　ｓｙｓｔｅｍ　ｗｉｔｈ

ｍｕｌｔｉｐｌｅ　ｔｉｍｅ　ｄｅｌａｙｓ［Ｊ］．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　Ｄｙｎａｍｉｃｓ，

２００７，４８（４）：４０９．
［１４］　ＬＩ　Ｙ，ＣＨＥＮ　Ｙ　Ｑ，ＰＯＤＬＵＢＮＹ　Ｉ．Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ

ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ－ｏｒｄｅｒ　 ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　 ｄｙｎａｍｉｃ　 ｓｙｓｔｅｍｓ：

Ｌｙａｐｕｎｏｖ　ｄｉｒｅｃｔ　ｍｅｔｈｏｄ　ａｎｄ　ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ　Ｍｉｔｔａｇ－
Ｌｅｆｆｌｅｒ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ［Ｊ］．Ｃｏｍｐｕｔ　Ｍａｔｈ　Ａｐｐｌ，２０１０，

５９（５）：１８１０．
［１５］　ＬＩ　Ｈ　Ｌ，ＺＨＡＮＧ　Ｌ，ＨＵ　Ｃ．Ｄｙｎａｍｉｃａｌ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ
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　　在种群动力学中，时间和空间的非均匀性对物
种持续生存起着重要作用，因此研究具有扩散的数
学模型具有实际意义．通常，在生态环境中，脉冲
和扩散现象经常发生，如某些动物的季节性繁殖，
渔业养殖与森林管理中的投放、收获等都是脉冲现
象［１］．同时，由于种群密度分布是不均匀的，高
密度位置的种群会向低密度位置扩散，所以研究受
脉冲影响的扩散系统显得十分必要．近年来，运用
反应扩散方程理论研究生态学领域中的捕食系统已

经受到了学者们的广泛关注［２－８］．
受文献［２］的启发，文中讨论如下３种群非自

治捕食系统：

ｕ１
ｔ ＝ｄ１Δｕ１＋ｕ１ １－ｕ１－

ａ１（ｔ，ｘ）ｕ２
ｕ１＋ｕ（ ）２

，

　　（ｔ，ｘ）∈Σ，ｔ≠ｔｋ， （１）

ｕ２
ｔ ＝ｄ２Δｕ２＋ｕ （２ ｍ１（ｔ，ｘ）ｕ１ｕ１＋ｕ２ －

　　ｂ１（ｔ，ｘ）ａ２
（ｔ，ｘ）ｕ３
ｕ２＋ｕ ）３

，

　　（ｔ，ｘ）∈Σ，ｔ≠ｔｋ， （２）

ｕ３
ｔ ＝ｄ３Δｕ３＋ｕ （３ ｍ２（ｔ，ｘ）ｕ２ｕ２＋ｕ３ －

　　ｂ２（ｔ，ｘ ）），（ｔ，ｘ）∈Σ，ｔ≠ｔｋ， （３）

ｕｉ
ｎ Ω

＝０，ｉ＝１，２，３，

　　（ｔ，ｘ）∈珚Σ，ｔ＞０， （４）

ｕｉ（ｔｋ＋０，ｘ）＝ｕｉ（ｔｋ，ｘ）ｆｉｋ（ｘ，ｕ１，ｕ２，ｕ３），

　　ｉ＝１，２，３，ｋ＝１，２，… （５）

其中，ΩＲｎ 是一个具有光滑边界Ω 的有界区

５
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域；ｎ是定义在Ω 上的单位外法向量，齐次

Ｎｅｕｍａｎｎ边界条件表明系统是自封的，即在边界

Ω上食物和捕食者的进出流量为零；ｄｉ＞０（ｉ＝１，

２，３）表示物种的扩散系数；Δｕ＝
２　ｕ
ｘ２１

＋
２　ｕ
ｘ２２

＋…

＋
２　ｕ
ｘ２ｎ
是拉普拉斯算子．有关系统（１）～（５）的

生物学意义参见文献［３］．
文中主要讨论系统（１）～（５）的持久性以及周

期解的存在性和渐近稳定性．

１　预备知识

始终假设：
（Ｈ１）ａ１（ｔ，ｘ），ａ２（ｔ，ｘ），ｍ１（ｔ，ｘ），ｍ２（ｔ，ｘ），

ｂ１（ｔ，ｘ），ｂ２（ｔ，ｘ）均是Ｒ×珚Ω上的有界正值函数，且

关于ｔ，ｘ连续可微，关于ｔ是ω周期的；

（Ｈ２）ｆｉｋ（ｘ，ｕ１，ｕ２，ｕ３），ｉ＝１，２，３是正值函数，

且关于各变元连续可微；

（Ｈ３）实数序列｛ｔｋ｝满足０＝ｔ０＜ｔ１＜ｔ２＜…＜ｔｋ

＜…，且存在正整数ｐ∈Ｎ，使得ｔｋ＋ｐ＝ｔｋ＋ω，ｋ≥１；

（Ｈ４）对ｘ，ｕ１，ｕ２，ｕ３ 和ｋ≥１，序列ｆｉｋ（ｘ，ｕ１，

ｕ２，ｕ３），ｉ＝１，２，３满足下列等式：ｆｉｋ＋ｐ（ｘ，ｕ１，ｕ２，ｕ３）

＝ｆｉｋ（ｘ，ｕ１，ｕ２，ｕ３），ｉ＝１，２，３．
为方便起见，引入以下记号：

Ｒ＋＝ ［０，∞），Ｇ＝Ｒ＋×Ω，珚Ｇ＝Ｒ＋×珚Ω，

Σｋ ＝ ｛（ｔ，ｘ），ｔ∈ （ｔｋ－１，ｔｋ），ｘ∈Ω，ｋ∈Ｎ｝，

Σ＝∪
ｋ∈Ｎ
Σｋ，珚Σｋ ＝ ｛（ｔ，ｘ），ｔ∈ （ｔｋ－１，ｔｋ），

　　ｘ∈珚Ω｝，ｋ∈Ｎ，珚Σ＝∪
ｋ∈Ｎ

珚Σｋ．

记Ｒ为所有函数φ：珚 →Ｇ　 Ｒ构成的集合，其中φ满

足φ（ｔ，ｘ）∈Ｃ
１，２
ｔ，ｘ（Σｋ），φ（ｔ，ｘ）∈Ｃ

１，１
ｔ，ｘ（珚Σｋ），且对

ｘ∈Ω，ｋ∈Ｎ，存在极限ｌｉｍ
ｓ→ｔｋ－０

φ（ｓ，ｘ）＝φ（ｔｋ，ｘ），

ｌｉｍ
ｓ→ｔｋ＋０

φ（ｓ，ｘ）＝φ（ｔｋ＋０，ｘ）．称（ｕ１（ｔ，ｘ），ｕ２（ｔ，ｘ），

ｕ３（ｔ，ｘ））∈Ｒ×Ｒ×Ｒ为系统（１）～（５）的解，若

（ｕ１（ｔ，ｘ），ｕ２（ｔ，ｘ），ｕ３（ｔ，ｘ））在Σ上满足方程（１）

～（３），且当ｘ∈Ω时满足（４）和（５）式．
对有界函数φ（ｔ，ｘ），记

φ
Ｌ ＝ｉｎｆ

（ｔ，ｘ）φ
（ｔ，ｘ），φ

Ｍ ＝ｓｕｐ
（ｔ，ｘ）φ

（ｔ，ｘ）．

　　为证明系统（１）～（５）的持久性，先考虑如下

的脉冲Ｌｏｇｉｓｔｉｃ方程：

ｚ′（ｔ）＝ａｚ（ｂ－ｚ），ｔ≠ｔｋ，

ｚ（ｔｋ＋０）＝ｚ（ｔｋ）λｋ（ｔｋ），ｋ∈Ｎ烅
烄

烆 ，
（６）

其中ｚ∈Ｒ＋，ｔｋ 满足条件（Ｈ３），λｋ 为连续正值函
数，且λｋ＋ｐ（ｚ）＝λｋ（ｚ）．
引理１［２］　系统（６）的每个解ｚ（ｔ）＝ｚ（ｔ，０，

ｔ０），ｚ０＞０满足０＜ｚ（ｔ）≤Ｃ，其中Ｃ＞０，当ｔ≥θ
时，θ＝ ｍｉｎ

ｉ∈｛１，２，…，ｐ｝
（ｔｉ＋１－ｔｉ）．

引理２［９］　设向量值函数

ｖ（ｔ，ｘ）＝ （ｖ１（ｔ，ｘ），ｖ２（ｔ，ｘ），…，ｖｍ（ｔ，ｘ）），

ｗ（ｔ，ｘ）＝ （ｗ１（ｔ，ｘ），ｗ２（ｔ，ｘ），…，ｗｍ（ｔ，ｘ））

满足：

（ｉ）关于ｘ∈Ω是Ｃ２ 的，关于（ｔ，ｘ）∈［ａ，ｂ］

×珚Ω 是Ｃ１ 的，其中Ω是Ｒｎ 中边界光滑的有界区
域；

（ｉｉ）对于（ｔ，ｘ）∈［ａ，ｂ］×Ω，μ＝（μ１，μ２，…，

μｍ）＞０（分量意义下），有

ｖｔ－μΔｖ－ｇ（ｔ，ｘ，ｖ）≤ｗｔ－μΔｗ－ｇ（ｔ，ｘ，ｗ），

其中ｇ（ｔ，ｘ，ｕ）＝（ｇ１（ｔ，ｘ，ｕ），…，ｇｍ（ｔ，ｘ，ｕ））关于

ｕ＝（ｕ１，ｕ２，…，ｕｍ）连续可微，且拟单调增加，即

ｇｉ（ｔ，ｘ，ｕ１，ｕ２，…，ｕｍ）
ｇｊ ≥０，

　　ｉ，ｊ＝１，…，ｍ，ｉ≠ｊ；

　　 （ｉｉｉ）ｖｎ＝
ｗ
ｎ
，（ｔ，ｘ）∈［ａ，ｂ］×Ω．

则ｖ（ｔ，ｘ）≤ｗ（ｔ，ｘ），（ｔ，ｘ）∈［ａ，ｂ］×珚Ω．
引理３［１０］　设向量值函数ｕ（ｔ，ｘ）在［０，Ｔ］×珚Ω

上连续，在（０，Ｔ）×Ω上连续可微，且ｕ（ｔ，ｘ）满足

ｕｔ－ｄΔｕ＋ｃ（ｔ，ｘ）ｕ≥０，（ｔ，ｘ）∈ （０，Ｔ］×Ω，

ｕ
ｎ ＝０，（ｔ，ｘ）∈ （０，Ｔ］×Ω，

ｕ（０，ｘ）≥０，ｘ∈Ω

烅

烄

烆 ，

其中ｃ（ｔ，ｘ）在（０，Ｔ］×Ω 上有界，则ｕ（ｔ，ｘ）≥０，
（ｔ，ｘ）∈（０，Ｔ］×珚Ω．进一步，若ｕ（０，ｘ）不恒为零，

则ｕ（ｔ，ｘ）＞０，（ｔ，ｘ）∈（０，Ｔ］×珚Ω．
为证明系统（１）～（５）周期解的存在性，还需

引入以下引理．为了便于叙述，首先将系统（１）～
（５）改写为以下形式：

ｄｗ
ｄｔ ＝Ａ１ｗ＋Ｆ（ｔ，ｗ），ｔ≠ｔｋ， （７）

ｗ（ｔｉ＋０）＝ｗ（ｔｉ）＋Ｇｉ（ｗ（ｔｉ）），ｉ∈Ｎ，（８）

其中ｗ＝（ｕ１，ｕ２，ｕ３）∈Ｌｐ×Ｌｐ×Ｌｐ，ｐ（ｐ＞ｎ）是正

６
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整数，

Ａ１ ＝

ｄ１Δ－δ ０ ０

０ ｄ２Δ－δ ０

０ ０ ｄ３Δ－

烄

烆

烌

烎δ

，δ＞０，

Ｆ（ｔ，ｗ）＝

ｕ１ １－ｕ１－
ａ１（ｔ，ｘ）ｕ２
ｕ１＋ｕ（ ）２

＋δｕ１

ｕ２
ｍ１（ｔ，ｘ）ｕ１
ｕ１＋ｕ２ －ｂ１（ｔ，ｘ）－ａ２

（ｔ，ｘ）ｕ３
ｕ２＋ｕ（ ）３

＋δｕ２

ｕ３
ｍ２（ｔ，ｘ）ｕ２
ｕ２＋ｕ３ －ｂ２（ｔ，ｘ（ ））＋δｕ

烄

烆

烌

烎
３

，

Ｇｉ（ｗ（ｔｉ））＝

ｕ１（ｔｉ，ｘ）ｆ１ｉ（ｘ，ｕ１（ｔｉ，ｘ），

　ｕ２（ｔｉ，ｘ），ｕ３（ｔｉ，ｘ））－ｕ１（ｔｉ，ｘ）

ｕ２（ｔｉ，ｘ）ｆ２ｉ（ｘ，ｕ１（ｔｉ，ｘ），

　ｕ２（ｔｉ，ｘ），ｕ３（ｔｉ，ｘ））－ｕ２（ｔｉ，ｘ）

ｕ３（ｔｉ，ｘ）ｆ３ｉ（ｘ，ｕ１（ｔｉ，ｘ），

　ｕ２（ｔｉ，ｘ），ｕ３（ｔｉ，ｘ））－ｕ３（ｔｉ，ｘ

烄

烆

烌

烎）

．

记算子Ａ１ 的定义域为

Ｄ（Ａ１）＝ ζ：ζ∈Ｗ
２，ｐ（Ω），ζｎ Ω

＝｛ ｝０ ，
其中Ｗ２，ｐ（Ω）是Ｌｐ 上具有两阶广义导数的Ｓｏｂｏｌｅｖ
空间．由文献［１１］可知Ａ１ 是扇形算子．
引理４［２］　设函数Ｇｉ 连续可微，并且存在一

个正值函数γ（Ｍ）使得

ｓｕｐ
‖ｗ‖α≤Ｍ

Ｇｋ（ｗ）α ≤γ（Ｍ），

　　ｋ∈Ｎ，α∈
１
２＋

ｎ
２ｐ
，（ ）１ ， （９）

其中ｗ（ｔ，ｗ０），ｗ０＝（ｕ１０，ｕ２０，ｕ３０）∈Ｘα 是方程（１５）

和（１６）的有界解，即 ｗ（ｔ，ｗ０）Ｃ≤Ｎ，ｔ＞０．则集

合｛ｗ（ｔ，ｗ０）：ｔ＞０｝是Ｃ１＋ｖ（珚Ω，Ｒ２）中的相对紧集，

其中０＜ｖ＜２α－１－ｎ／ｐ．

２　主要结果

本节证明系统（１）～（５）的持久性和周期解的

存在性．
定理１　设条件（Ｈ１）～（Ｈ４）满足，则Ｒ３＋为系

统（１）～（５）的正向不变集．
证明　设
（ｕ１（ｔ，ｘ，ｕ１０，ｕ２０，ｕ３０），ｕ２（ｔ，ｘ，ｕ１０，ｕ２０，ｕ３０），

　　ｕ３（ｔ，ｘ，ｕ１０，ｕ２０，ｕ３０））
是系统（１）～（５）满足非负且不恒为零的初值

ｕ１０（ｘ），ｕ２０（ｘ），ｕ３０（ｘ）的解，^ｕ１（ｔ，ｘ），珘ｕ１（ｔ，ｘ）分别

满足初值问题：

^ｕ１
ｔ －ｄ１Δ^ｕ１－ｕ^１（１－ａＭ１ －ｕ^１）＝０，

ｕ^１（０，ｘ）＝ｕ１０（ｘ
烅
烄

烆 ），

珘ｕ１
ｔ －ｄ１Δ珘ｕ１－珘ｕ１（１－珘ｕ１）＝０，

珘ｕ１（０，ｘ）＝ｕ１０（ｘ）
烅
烄

烆 ．
则容易验证ｕ^１（ｔ，ｘ），珘ｕ１（ｔ，ｘ）分别是方程（１）的下
解和上解．考虑到ｕ１０（ｘ）非负且不恒为零，根据
引理３，有ｕ^１（ｔ，ｘ）＞０，珘ｕ１（ｔ，ｘ）＞０，ｔ∈（０，ｔ１］．由
比较原理知ｕ１（ｔ，ｘ）＞０，ｔ∈（０，ｔ１］．注意到ｆ１ 是
正的，同理可证ｕ１（ｔ，ｘ）＞０，ｔ∈［ｔ１，ｔ２］．由归纳法
可知ｕ１（ｔ，ｘ）＞０，ｔ∈（０，∞）．
对方程（２）和（３），同理可证

ｕ２（ｔ，ｘ）＞０，ｕ３（ｔ，ｘ）＞０，ｔ∈ （０，∞）．　　】

　　定理２　设条件（Ｈ１）～（Ｈ４）满足，进一步假
设下面条件成立：

　　 （Ｈ５）存在函数η（Ｍ）＞０，当ｕ１≤Ｍ，ｕ２≥０，

ｘ∈Ω时，ｆ１ｋ（ｘ，ｕ１，ｕ２，ｕ３）≤η（Ｍ），ｋ∈Ｎ．

　　 （Ｈ６）－ωｂＬ１＋∑
ｐ

ｉ＝１
ｌｎｆ２ｉ＜０， 其中

ｆ２ｉ ＝ ｓｕｐ
（ｘ，ｕ１，ｕ２，ｕ３）

ｆ２ｉ（ｘ，ｕ１，ｕ２，ｕ３）．

　　 （Ｈ７）－ωｂＬ２＋∑
ｐ

ｉ＝１
ｌｎｆ３ｉ＜０， 其中

ｆ３ｉ ＝ ｓｕｐ
（ｘ，ｕ１，ｕ２，ｕ３）

ｆ３ｉ（ｘ，ｕ１，ｕ２，ｕ３）．

则系统（１）～（５）满足非负且不恒等于零的初值条
件的解最终有界，即存在珋ｔ＝珋ｔ（ｕ１０，ｕ２０，ｕ３０）＞０和
常数Ｎｉ＞０（ｉ＝１，２，３），使得当ｔ＞珋ｔ时系统（１）～
（５）的解（ｕ１（ｔ，ｘ，ｕ１０，ｕ２０，ｕ３０），ｕ２（ｔ，ｘ，ｕ１０，ｕ２０，

ｕ３０），ｕ３（ｔ，ｘ，ｕ１０，ｕ２０，ｕ３０））满足ｕｉ（ｔ，ｘ，ｕ１０，ｕ２０，ｕ３０）

≤Ｎｉ，ｉ＝１，２，３，ｘ∈珚Ω．
证明　设珔ｕ１（ｔ，ｘ，ｕ１０）是方程

珔ｕ１
ｔ －ｄ１Δｕ１－ｕ１（１－珔ｕ）＝０

满足初值为ｕ１０的解．由于

０＝ ｕ１ｔ －ｄ１Δｕ１－ｕ１ １－ｕ１－
ａ１（ｔ，ｘ）ｕ２
ｕ１＋ｕ（ ）２

≥

　　 珔ｕ１ｔ －ｄ１Δ珔ｕ１－珔ｕ１（１－珔ｕ１），

０＝ 珔ｕ１ｔ －ｄ１Δ珔ｕ１－珔ｕ１（１－珔ｕ１）≥

　　 ｕ１ｔ －ｄ１Δｕ１－ｕ１（１－ｕ１），

则由引理３知ｕ１（ｔ，ｘ，ｕ１０，ｕ２０，ｕ３０）≤珔ｕ１（ｔ，Ｍｕ１），

７
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其中Ｍｕ１满足 ｕ１０（ｘ）Ｃ＝ｍａｘ
ｘ∈珚Ω

ｕ１０（ｘ）≤Ｍｕ１．注

意到珔ｕ１（ｔ，Ｍｕ１）独立于ｘ，故珔ｕ１（ｔ，Ｍｕ１）为初值问题

ｄ珔ｕ１
ｄｔ ＝珔ｕ１（１－珔ｕ１），

珔ｕ１（０，Ｍｕ１）＝Ｍｕ
烅
烄

烆 １

的解．由条件（Ｈ５）可知

ｕ１（ｔｋ＋０，ｘ，ｕ１０，ｕ２０，ｕ３０）Ｃ ≤
　　珔ｕ１（ｔｋ，Ｍｕ１）η（珔ｕ１（ｔｋ，Ｍｕ１））．

根据引理１可知脉冲微分方程

ｄ珔ｕ１
ｄｔ ＝珔ｕ１（１－珔ｕ１），

珔ｕ１（ｔｋ＋０）＝η（珔ｕ１（ｔｋ
烅
烄

烆 ））
的解是最终有界的，进而方程（１）和（５）的解最终
有界，即存在常数Ｎ１＞０，使得

ｕ１（ｔ，ｘ）≤Ｎ１，ｘ∈珚Ω，ｔ＞珋ｔ．
　　根据方程（２），有

０＝ ｕ２ｔ －ｄ２Δｕ２－ｕ （２ ｍ１（ｔ，ｘ）ｕ１ｕ１＋ｕ２ －

　　ｂ１（ｔ，ｘ）－ａ２
（ｔ，ｘ）ｕ３
ｕ２＋ｕ ）３

≥

　　 ｕ２ｔ －ｄ２Δｕ２＋ｂＬ１ｕ２－ｍＭ
１Ｎ１．

设珔ｕ２（ｔ，Ｍｕ２）为初值问题

ｄ珔ｕ２
ｄｔ ＝－ｂＬ１珔ｕ２＋ｍＭ

１Ｎ１，

珔ｕ２（０，Ｍｕ２）＝Ｍｕ
烅
烄

烆 ２

的解，其中常数Ｍｕ２满足

ｕ２０（ｘ）Ｃ ＝ｍａｘ
ｘ∈珚Ω

ｕ２０（ｘ） ≤Ｍｕ２，

则由引理３可知

ｕ２（ｔ，ｘ，ｕ１０，ｕ２０，ｕ３０）≤珔ｕ２（ｔ，Ｍｕ２）．
　　由文献［１０］知，线性周期脉冲微分方程

ｄ珔ｕ２
ｄｔ ＝－ｂＬ１珔ｕ２＋ｍＭ

１Ｎ１，

珔ｕ２（ｔｋ＋０）＝ｆ２ｋ珔ｕ２（ｔｋ
烅
烄

烆 ）
（１０）

具有形如珔ｕ２（ｔ）＝Ｘ０（ｔ）＋ＡＸ（ｔ）的解，其中常数Ａ
＞０，Ｘ０（ｔ）是分段连续的ω周期函数，并且Ｘ（ｔ）

＝ｅｘ （ｐ －ｂＬ１ｔ＋ ∑
０＜ｔｋ＜ｔ

ｌｎｆ２ ）ｋ ． 由条件（Ｈ６）可知，当
ｔ→∞时Ｘ（ｔ）→０．故而方程（１０）的解也最终有界，
因此（２）和（５）的解也是最终有界的．
方程（３）的证明完全类似于方程（２），只需结

合条件（Ｈ７）即可证明，在此不再赘述．　　】
定理３　设条件（Ｈ１）～（Ｈ４）满足，进一步假

设系统（１）～（５）满足非负初值的解是最终有界

的，且下列不等式成立：

∑
ｐ

ｉ＝１
ｌｎ　 ｉｎｆ

ｘ∈Ω，（ｕ１，ｕ２，ｕ３）∈Ｓ
ｆ１ｉ（ｘ，ｕ１，ｕ２，ｕ３）＋

　　ω（１－ａＭ１）＞０， （１１）

∑
ｐ

ｉ＝１
ｌｎ　 ｉｎｆ

ｘ∈Ω，（ｕ１，ｕ２，ｕ３）∈Ｓ
ｆ２ｉ（ｘ，ｕ１，ｕ２，ｕ３）＋

　　ω（ｍＬ１－ｂＭ１ －ａＭ２）＞０， （１２）

∑
ｐ

ｉ＝１
ｌｎ　 ｉｎｆ

ｘ∈Ω，（ｕ１，ｕ２，ｕ３）∈Ｓ
ｆ３ｉ（ｘ，ｕ１，ｕ２，ｕ３）＋

　　ω（ｍＬ２－ｂＭ２）＞０， （１３）
其中Ｓ＝｛（ｕ１，ｕ２，ｕ３）：０＜ｕｊ≤Ｎｊ｝，Ｎｊ（ｊ＝１，２，３）
为定理２中所定义．则系统（１）～（５）是持久的，
即存在常数ξｊ＞０，ｊ＝１，２，３，对满足不恒为零的非
负初值ｕ１０（ｘ），ｕ２０（ｘ），ｕ３０（ｘ）的解ｕｊ，存在珓ｔ＝
珓ｔ（ｕ１０，ｕ２０，ｕ３０），当ｔ＞珓ｔ时，有

ξｊ＜ｕｊ≤Ｎｊ，ｊ＝１，２，３，ｘ∈珚Ω．
　　证明　引理３表明，若ｕ１０（ｘ），ｕ２０（ｘ），ｕ３０（ｘ）
非负且不恒为零，所以

ｕｉ（ｔ，ｘ，ｕ１０，ｕ２０，ｕ３０）＞０，ｉ＝１，２，３，ｘ∈珚Ω，ｔ＞０．
不失一般性，设ｍｉｎ

ｘ∈珚Ω
ｕｉ０（ｘ）＝ｌｕｉ，ｉ＝１，２，３．由

ｕ１
ｔ －ｄ１Δｕ１－ｕ１ １－ｕ１－

ａ１（ｔ，ｘ）ｕ２
ｕ１＋ｕ（ ）２

≤

　　 ｕ１ｔ －ｄ１Δｕ１－ｕ１（１－ａＭ１ －ｕ１）

可得

０＝ ^ｕ１ｔ －ｄ１Δ^ｕ１－ｕ^１（１－ａＭ１ －ｕ^１）≤

　　 ｕ１ｔ －ｄ１Δｕ１－ｕ１（１－ａＭ１ －ｕ１）．

由引理２可知，当ｍ＝１时，

ｕ１（ｔ，ｘ，ｕ１０，ｕ２０，ｕ３０）≥ｕ^１（ｔ，ｌｕ１），ｔ∈ ［０，ｔ１］．
于是当ｔ＝ｔ１ 时，结合方程（５）有

ｕ１（ｔ１＋０，ｘ，ｕ１０，ｕ２０，ｕ３０）≥
　　^ｕ１（ｔ１，Ｍｕ１） ｉｎｆ

ｘ∈Ω，（ｕ１，ｕ２，ｕ３）∈Ｓ
ｆ１１（ｘ，ｕ１，ｕ２，ｕ３）．

结合周期脉冲Ｌｏｇｉｓｔｉｃ方程

　

ｄ^ｕ１
ｄｔ ＝ｕ^１（１－ａＭ１ －ｕ^１），

ｕ^１（ｔｉ＋０）＝
　　^ｕ１（ｔｉ） ｉｎｆ

ｘ∈Ω，（ｕ１，ｕ２，ｕ３）∈Ｓ
ｆ１ｉ（ｘ，ｕ１，ｕ２，ｕ３

烅

烄

烆 ），

（１４）

可知ｕ１（ｔ，ｘ，ｕ１０，ｕ２０，ｕ３０）有界．由文献［１２］中定理

２．１及条件（１１）可知，方程（１４）有唯一分段连续且
严格正的周期解ｕ^＊１（ｔ），使得对于满足ｕ^１ｌ＞０的解

ｕ^１（ｔ，ｕ１ｌ）有

８
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ｕ^１（ｔ，ｕ１ｌ）→ｕ^＊１（ｔ），ｔ→ ∞．
因此，存在常数ξ１＞０，^ｔ＝^ｔ（ｔ１ｌ）＞０，使得当ｔ＞^ｔ
时，ｕ１（ｔ，ｘ，ｕ１０，ｕ２０，ｕ３０）≥ξ１．
由于ｕ１（ｔ，ｘ，ｕ１０，ｕ２０，ｕ３０）≥ξ１，所以

０＝ ｕ２ｔ －ｄ２Δｕ２－

　　ｕ （２ ｍ１（ｔ，ｘ）ｕ１ｕ１＋ｕ２ －ｂ１（ｔ，ｘ）－ａ２
（ｔ，ｘ）ｕ３
ｕ２＋ｕ ）３

≤

　　 ｕ２ｔ －ｄ２Δｕ２＋

　　（ｂＭ１ ＋ａＭ２ －ｍＬ１）ｕ２＋ ｍ
Ｌ
１ｕ２２
ξ１

．

故ｕ２（ｔ，ｘ，ｕ１０，ｕ２０，ｕ３０）≥ｕ^２（ｔ，ｌｕ２），其中 ｕ^２（ｔ，

ｌｕ２），^ｕ２（０，ｌｕ２）＝ｌｕ２是方程

ｄ^ｕ２
ｄｔ ＝ （ｍＬ１－ｂＭ１ －ａＭ２ ）^ｕ２－ ｍ

Ｌ
１^ｕ２２
ξ１

，

ｕ^２（ｔｉ＋０）＝ｕ^２（ｔｉ）^ｆ２
烅
烄

烆 ｉ

（１５）

的解，其中ｆ^２ｉ＝ ｉｎｆ
ｘ∈Ω，（ｕ１，ｕ２，ｕ３）∈Ｓ

ｆ２ｉ（ｘ，ｕ１，ｕ２，ｕ３）．若

ｕ^２（ｔ）≤ξ２，ｔ∈［０，ｔ１］，则有

ｕ^２（ｔ，ｌｕ２）≥ｌｕ２ｅｘ ｛ｐｔ（１ ｍＬ１－ｂＭ１ －ａＭ２ － ｍＬ１ξ２ξ ）｝１
，

ｕ^２（ｔ１＋０，ｌｕ２）≥

　　^ｆ２１ｌｕ２ｅｘ ｛ｐ　ｔ（１ ｍＬ１－ｂＭ１ －ａＭ２ － ｍＬ１ξ２ξ ）｝１
．

因此，若ｕ^２（ｔ）≤ξ２，ｔ∈［０，ω］，则

ｕ^２（ω，ｌｕ２）≥ｌｕ２ｅｘ烅
烄

烆
ｐ∑

ｐ

ｉ＝１
ｌｎ^ｆ２ｉ＋

　　 （ωｍＬ
１－ｂＭ１ －ａＭ２ － ｍ

Ｌ
１ξ２
ξ ）烍烌烎１

．

结合（１２）式，可取充分小的ξ＊２＞０，使得

∑
ｐ

ｉ＝１
ｌｎ^ｆ２ｉ＋ （ωｍＬ

１－ｂＭ１ －ａＭ２ － ｍ
Ｌ
１ξ２
ξ ）１

＝ρ＞０．

取ξ＊＊２ ∈（０，ξ＊２），则存在正整数ｋ２，使得

ｕ^２（ｋ２ω，^ｕ２０）≥ｅ
ｋ２ρｌｕ２ ≥

　　ξ＊＊２ （^ｕ２（ｔ，ｌｕ２））＜ξ
＊
２，ｔ∈ ［０，ｋ２ω］．

因此，对于方程（１５）的每个解ｕ^２（ｔ，^ｕ２０），^ｕ２０＞０，
存在ｔ^，使得当ｔ＞^ｔ时，^ｕ２（ｔ，^ｕ２０）≥ξ＊＊２ ．
设 ｕ^２（ｔ，τ，^ｕ２０）是方程（１５）满足初值条件

ｕ^２（τ，τ，^ｕ２０）＝^ｕ２０的解，令

ξ２ ＝ｉｎｆ｛^ｕ２（ｔ，τ，^ｕ２０）：τ∈ ［０，ω］，

　　^ｕ２０ ∈ ［ξ＊＊２ ，Ｎ２］，ｔ∈ ［τ，２ω］｝．
则ｕ^２（ｔ，τ，^ｕ２０）≥ξ２，ｔ≥２ω．事实上，考虑解

ｕ^２（ｔ，ω，^ｕ２０），^ｕ２０ ≥ξω，

其中

ξｗ ＝ｉｎｆ｛^ｕ２（ω，τ，^ｕ２０）：τ∈ ［０，ω］，

　　^ｕ２０ ∈ ［ξ＊＊２ ，Ｎ２］｝≥ξ２．
若ｕ^２（ｔ，ω，^ｕ２０）≤ξ＊２，ｔ∈［τ，２ω］，则

ｕ^２（２ω，ω，^ｕ２０）≥ρ^ｕ２（ω，ω，^ｕ２０）≥ξω．
若存在某个时刻ｔ∈［ω，２ω］，使得ｕ^２（ｔ，ω，^ｕ２０）＞

ξ＊２，则

ｕ^２（２ω，ω，^ｕ２０）≥ξω．
因此，只需考虑ｕ^２（ｔ，２ω，^ｕ２０），ｔ≥２ω，^ｕ２０≥ξω 即可．
同理可证ξ２，ｔ∈［２ω，３ω］之情形，如此继续即可完
成证明．
方程（３）的证明完全类似于方程（２），只需结

合不等式（１３）即可证明，不再赘述．　　】
定理４　假设条件（Ｈ１）～（Ｈ４）满足，且有

∑
ｐ

ｉ＝１
ｓｕｐ

（ｘ，ｕ１，ｕ２，ｕ３）
ｆ２ｉ（ｘ，ｕ１，ｕ２，ｕ３）＋

　　ω（ｍＭ
１ －ｂＬ１）＜０， （１６）

∑
ｐ

ｉ＝１
ｓｕｐ

（ｘ，ｕ１，ｕ２，ｕ３）
ｆ３ｉ（ｘ，ｕ１，ｕ２，ｕ３）＋

　　ω（ｍＭ
２ －ｂＬ２）＜０． （１７）

则当ｔ→∞时，ｕ２（ｔ，ｘ）→０，ｕ３（ｔ，ｘ）→０．
证明　取定 Ｍｕ２＞０，使得 Ｍｕ２≥ｕ２０（ｘ）．设

珔ｕ２（ｔ，Ｍｕ２）是初值问题

ｄ珔ｕ２
ｄｔ ＝ （ｍＭ

１ －ｂＬ１）珔ｕ２，

珔ｕ２（０，Ｍｕ２）＝Ｍｕ
烅
烄

烆 ２

的解．注意到

０＝ｕ２ｔ －
ｄ２Δｕ２－ｕ （２ ｍ１（ｔ，ｘ）ｕ１ｕ１＋ｕ２ －

　　ｂ１（ｔ，ｘ）－ａ２
（ｔ，ｘ）ｕ３
ｕ２＋ｕ ）３

≥

　　ｕ２ｔ －
ｄ２Δｕ２＋（ｂＬ１－ｍＭ

１）ｕ２，

根据比较原理知

ｕ２（ｔ，ｘ，ｕ１０，ｕ２０，ｕ３０）≤珔ｕ２（ｔ，Ｍｕ２），ｔ≤ｔ１．
根据脉冲条件（５），有

ｕ２（ｔ１＋０，ｘ，ｕ１０，ｕ２０，ｕ３０）≤
　　珔ｕ２（ｔ，Ｍｕ２） ｓｕｐ

（ｘ，ｕ１，ｕ２，ｕ３）
ｆ２１（ｘ，ｕ１，ｕ２，ｕ３）．

结合脉冲线性方程

ｄ珔ｕ２
ｄｔ ＝ （ｍＭ

１ －ｂＬ１）珔ｕ２，

珔ｕ２（ｔｋ＋０）＝珔ｕ２（ｔｋ） ｓｕｐ
（ｘ，ｕ１，ｕ２，ｕ３）

ｆ２ｋ（ｘ，ｕ１，ｕ２，ｕ３
烅
烄

烆 ）

知（２）和（５）的解有界．进一步结合条件（１６）知，

９
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ｕ２（ｔ，ｘ）→０，ｔ→ ∞．
　　ｕ３（ｔ，ｘ）→０，ｔ→∞的证明和上述证明过程完全
一致，在此不再加以证明．　　】

定理５　假设（Ｈ１）～（Ｈ４）以及条件（１７）满足，
且系统（１）～（５）是持久的，即存在正常数β和

Ｎ，以及某个时刻珓ｔ＝珓ｔ（ｕ１０，ｕ２０，ｕ３０），当ｔ＞珓ｔ时，
对于满足不恒为零的非负初值的任何解都有

（ｕ１，ｕ２，ｕ３）∈Ξ＝ ｛（ｕ１，ｕ２，ｕ３）：β≤
　　ｕｉ（ｔ，ｘ）≤Ｎ，ｉ＝１，２，３｝． （１８）

进一步，有不等式

∑
ｐ

ｊ＝１
ｌｎＫｊ＋ωλＭ ＜０

成立，其中

Ｋｊ ＝ ｍａｘ
（ｕ１，ｕ２，ｕ３）∈Ξ，ｘ∈

烅
烄

烆
Ω
２∑

３

ｉ＝ ［１ ｆ２ｉｊ＋ Ｎｆ１ｊ
ｕ（ ）ｉ

２

＋

　　 Ｎｆ２ｊ
ｕ（ ）ｉ

２

＋ Ｎｆ３ｊ
ｕ（ ）ｉ ］烍烌烎

２

，

λＭ 是下列矩阵的最大特征值：

Ｊ＝

Ｊ１１ ｍＭ
１ ＋ａＭ１ ０

ｍＭ
１ ＋ａＭ１ Ｊ２２ ｍＭ

２ ＋ａＭ２
０ ｍＭ

２ ＋ａＭ２ Ｊ

烄

烆

烌

烎３３

，

这里，

Ｊ１１＝２　１－β－
ａＬ１

（１＋Ｎ／β）［ ］２ ，

Ｊ２２＝２
ｍＭ
１

（１＋β／Ｎ）
２ －ｂＬ１－

ａＬ２
（１＋Ｎ／β）［ ］２ ，

Ｊ３３＝２
ｍＭ
２

（１＋β／Ｎ）
２ －ｂＬ［ ］２ ．

则系统（１）～（５）存在唯一的全局渐近稳定的ω－
周期解．
证明　设（ｕ１（ｔ，ｘ），ｕ２（ｔ，ｘ），ｕ３（ｔ，ｘ））和

（ｕ＊１（ｔ，ｘ），ｕ＊２（ｔ，ｘ），ｕ＊３（ｔ，ｘ））是系统（１）～（５）满
足（１８）的两个解，定义函数

Ｌ（ｔ）＝∫Ω∑
３

ｉ＝１

（ｕｉ（ｔ，ｘ）－ｕ＊ｉ（ｔ，ｘ））２ｄｘ，

则

ｄＬ（ｔ）
ｄｔ ＝２∫Ω∑

３

ｉ＝１

（ｕｉ－ｕ＊ｉ）
ｕｉ
ｔ －ｕ

＊
ｉ

（ ）ｔ ｄｘ≤

　　－２ｄ１∫Ω
（ｕ１－ｕ＊１）２ｄｘ－

　　２ｄ２∫Ω
（ｕ２－ｕ＊２）２ｄｘ－

　　２ｄ３∫Ω
（ｕ３－ｕ＊３）２ｄｘ＋

　　２∫Ω
（ｕ１－ｕ＊１）２　１－β－

ａＬ１
（１＋Ｎ／β）［ ］２ ｄｘ＋

　　２∫Ω
（ｕ３－ｕ＊３）２

ｍＭ
２

（１＋β／Ｎ）
２ －ｂＬ［ ］２ ｄｘ＋

　　２∫Ω
（ｕ２－ｕ＊２）［２ ｍＭ

１

（１＋β／Ｎ）
２ －

　　ｂＬ１－ ａＬ２
（１＋Ｎ／β） ］２ ｄｘ＋

　　２∫Ω
（ｕ１－ｕ＊１）（ｕ２－ｕ＊２）（ｍＬ１＋ａＭ１）ｄｘ＋

　　２∫Ω
（ｕ２－ｕ＊２）（ｕ３－ｕ＊３）（ｍＭ

２ ＋ａＭ２）ｄｘ≤

　　λＭ∫Ω
［（ｕ１－ｕ＊１）２＋（ｕ２－ｕ＊２）＋

　　（ｕ３－ｕ＊３）２］ｄｘ．
因此，

Ｌ（ｔｊ＋１）≤Ｌ（ｔｊ＋０）ｅｘｐ（λＭ（ｔｊ＋１－ｔｊ）），

Ｌ（ｔｊ＋１＋０）＝∑
３

ｉ＝１∫Ω
（ｕｉｆｉ（ｊ＋１）（ｕ１，ｕ２，ｕ３）－

　　ｕ＊ｉｆｉ（ｊ＋１）（ｕ＊１，ｕ＊２，ｕ＊３））２ｄｘ≤
　　Ｋｊ＋１ｅｘｐ（λＭ（ｔｊ＋１－ｔｊ））Ｌ（ｔｊ＋０）．
同时

Ｌ（ｔ＋ω）≤Ｋ＊Ｌ（ｔ）＝∏
ｐ

ｉ＝１
Ｋｉｅｘｐ（λＭω）Ｌ（ｔ）．

由条件知Ｋ＊＜１，因此

Ｌ（ｍω＋ｓ）≤ＫＭ
＊Ｌ（ｓ）→０，ｍ→ ∞．

于是，必成立 ｕｉ（ｔ，ｘ）－ｕ＊ｉ（ｔ，ｘ）Ｌ２→０，ｔ→∞，ｉ＝
１，２，３．由引理４可知，系统（１）～（５）的解在空
间Ｃ１＋ｖ上有界，并且

ｓｕｐ
ｘ∈Ω
ｕｉ（ｔ，ｘ）－ｕ＊ｉ（ｔ，ｘ） →０，

ｔ→ ∞，ｉ＝１，２，３． （１９）

根据引理４可知，序列
（ｕ１（ｋω，ｘ，ｕ１０，ｕ２０，ｕ３０），ｕ２（ｋω，ｘ，ｕ１０，ｕ２０，ｕ３０），

　　ｕ３（ｋω，ｘ，ｕ１０，ｕ２０，ｕ３０））＝ｗ（ｋω，ω０）
在空间Ｃ（珚Ω）×Ｃ（珚Ω）×Ｃ（珚Ω）是紧的，其中ｋ∈Ｎ．
令珡ｗ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｗ（ｋｎω，ｗ０），则珡ｗ＝ｗ（ω，ｗ０），并且珡ｗ

是唯一的．结合（１９）式可知系统（１）～（５）存在唯
一渐近稳定的周期解．　　】
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）

（上接第４页）
利用最后一列可知Ｍ′是Ｍ－型模，又由推论２知，

Ｍ′是ＧＣ－Ｘ－平坦模，再利用中间行及引理２可知，

Ｍ 是ＧＣ－Ｘ－平坦模．　　】
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Ｊ　Ｐｕｒｅ　Ａｐｐ　Ａｌｇｅｂｒａ，２００４，１８９（１－３）：１６７．
（责任编辑　陆泉芳）
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ＭＡＴＨＥＭＡＴＩＣＳ ＩＮＰＲＡＣＴＩＣＥＡＮＤＴＨＥＯＲＹ

Ｖｏ ｌ
．４８

，Ｎｏ ．４

Ｆｅｂ ．

，

２０ １ ８

基于 ＶＡＲ 模型的学前教育发展规模影响因素研究
——来自陇南市数据的实证分析

王胜青

（陇南师 范 高等专科 学校 数信学 院 ， 甘肃 陇南 ７４２ ５００ ）

摘 要 ： 选取陇南市 ２００２－２０１ ６ 年 的 统计年报数据 ，
在 协整分析的基础上建立 学前

教育发展规模 影 响 因 素 的 向 量 自 回 归模 型 （ＶＡＲ） ，
然后 综合运用 格兰 杰 （Ｇｒａｎｇｅｒ）

因果检验 、
脉冲响应 函 数和 方差 贡献度分解等研 究方 法 ， 对 经济发展 水平 、 幼儿 园

校舍面积 、 专任教师数等 因素影 响 学前教育发展规模 的 动 态效应 进行实证分析 ． 研

究 结果表 明 ： 从长期看 ， 陇 南市 学前教育发展规模 与 经济发展水平 、 幼儿 园校舍面

积 、 专任教师 数之 间存在长期 均衡 的协整 关 系 ；
经济发展水平 、 校舍面 积对 学前教

育规模具有正 向 效应 ， 专任教师数对 学前教育 规模起 负 向效应
；
学前教育规模 既是

经济发展水平 的 Ｇ ｒａｎｇｅ ｒ 原 因 ， 同 时 也是校舍 面 积增 长 的 Ｇ ｒａｎｇｅｒ 原 因
； 在 滞后 ２

期 内
，

经济 发展水平和校舍面积 均对 学前教育 规模 的脉冲 影 响 具有显著 负 向 效应 ，

之后沿横轴上下小幅 波 动并趋 于 ０
， 而专任教师数对 学前教育规模增 长无显著 影响 ；

在不考虑 学前教育发展规模 自 身贡献率 时 ， 校舍面积对 学前教育发展 的贡献 率最大 ，

其次是 经 济发展 水平 ，
而专 任教师数对 学 前教育发展规模贡献 率不太 明 显 ． 最后 根

据分析结果提 出 政策建议 ．

关键词 ： 学前教育 ；
影 响 因素

；

ＶＡＲ 模型
；

脉冲 响 应
；

方 差分解

学前教育是终身学习的开端 ， 是 国民教育体系的重要组成部分 ， 是重要的社会公益事业．

办好学前教育 ， 关系亿万儿童的健康成长 ，
关系千家万户 的切身利益 ， 关系 国家和民族的未

来 ． 改革开放特别是新世纪以来 ， 我国学前教育取得长足发展 ， 普及程度逐步提高 ． 但总体上

看 ， 学前教育仍是各级各类教育中的薄弱环节
，
主要表现为教育资源短缺 、 投入不足 ， 师资队

伍不健全
，
体制机制不完善 ， 城乡区域发展不平衡 ，

一

些地方
“

入园难
”

问题突 出 ． 对此
，

《 国

务院关于当前发展学前教育的若干意见 》 （国发
［

２０１ ０
］

４ １ 号） 提出要
“

把发展学前教育摆在更

加重要的位置
”

， 要求各省 （区 、
市

）
以县为单位编制实施学前教育三年行动计划 ． 同时

，
为支

持各地实施好学前教育三年行动计划 ， 国家启 动实施了
一

系列重大项 目 ， 重点支持中西部地

区发展农村学前教育 ？ 截止 ２０１ ６ 年底 ， 甘肃省已实施了二轮次的三年行动计划 ． ２０ １ １ 年至

２０ １６ 年， 陇南市共实施省级财政学前教育幼儿园建设项 目 ３８３ 个， 累计投资 ４８０４２ 万元 ， 其

中省级财政下达资金 ４２８３８ 万元， 市县区 自筹资金 ５ １０４ 万元， 完成建筑面积 ２２ ．１ 万平方米
，

设置班级 １８ ２２ 个 ， 新增幼儿入园园位 ５ ．５ 万个
，
在园学生数 已达到 １０８７７４人 ， 是 ２０１ ０年在园

收稿 日期 ： ２ ０１ ７
－

０６
－

２０

资助项 目 ： 甘肃省教育科学 “

十三五
” 规划 ２０１ ６年度课题 ： 陇南学前教育发展水平研究——基于动态面板数

据的实证分析 （ＧＳ
［

２０ １６
］
ＧＨＢ０１ ８５

）
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学生数 ２３０ ９９ 人的 ４ ． ７倍 ，
三年毛入园率达到了９２ ． １２％ ． 第二期学前教育三年行动计划完成

之后 ， 校舍面积 已通过新建 、 改建而扩充， 专任教师得到补给 ，

“

入园难
”

问题已基本解决 ． 今

后学前教育如何均衡发展 ， 是本文研究的主要问题 ．

目前
，
国内学者对学前教育发展规模 、 经济发展水平 、 校舍面积 、 专任教师数之间 的均

衡关系进行实证研究的文献基本空 白 ，
运用计量经济学模型来研究学前教育发展水平的文献

也不多 ， 对学前教育的研究大都局限在通过对现象的简单分析并提出建议方面 ． 陇南市作为

秦 巴 山区集中连片的贫困地区 ， 研究其学前教育发展规模的影响因素及均衡关系具有
一

定的

普遍意义 ． 因此
， 本文尝试对学前教育发展规模 、

经济发展水平 、 幼儿园校舍面积 、 专任教师

数之间的均衡关系进行计量分析 ， 并提出
一

些合理化的政策建议 ．

１ 模型与方法

向量 自 回归 （
ＶＡＲ

） 是基于数据的统计性质建立模型 ，

它是把系统中每
一

个 内生变量作

为系统中所有 内生变量的滞后值的函数来构造模型 ， 从而将单变量 自 回归模型推广到 由 多元

时间序列变量组成的
“

向量
”

自 回归模型 ，
通常用来估计相互联系的时间序列系统以及分析

随机扰动对变量系统的动态关系 ， 不需要提前设定任何约束条件．

其数学表达式为 ：

Ｖｔ
＝

Ａ ｉｙｔ
－

ｉＨ


１

－

Ａ
ｐｙｔ

－

ｐ
＋Ｂｘ

ｔ＋
￡

ｔ ■ｔ ＝ ｌ
，

２
，

－ － －

 ，

Ｔ（
１

）

式中 ， 是 ｆｃ 维 内生变量 向量 ， 而 是 ｄ 维外生变量向量 ， ｐ 是滞后阶数， 样本个数为 ｒ
；

Ｈ
…

， 表示 汍 的滞后期 ；

Ｘｆｃ 维矩阵 也 ，

…

，４ 和 ｆｃｘｄ 维矩阵 ５ 是待估系数

矩阵
；
是 ｆｃ 维随机扰动向量 ， 它们相互之间可以 同期相关 ， 但不与 自 己 的滞后值相关及不

与等式右边的变量相关 ． ＶＡＲ 模型的矩阵形式为 ：

Ｖ ｉｔ ｙ ｘ
ｔ

ｔ － ｉ ２／ １
，

ｔ－ ２ ＾ｌ ｉ

Ｖ２ ｔ

＝ ＾ １

ｙ ２
，
ｔ
－ ｉ

＋Ａ２

２／２
，
ｔ
－ ２

＋
？  ？■

＋ＢＸ
ｔ＋

Ｓ
２ ｔ

⑶

Ｖｋｔ ＿ ＿ｙｋ ，

ｔ
－

ｉ■ ． ＶＫｔ
－

２＿

＾
ｋｔ

即含有 ｆｃ 个时间序列变量的 模型 由 ｆｃ 个方程组成 ． 式中 ， ２／ｕ ，

… 作为内生变量 ，

可以 同期相关 ， 而 ｙｗ－ ｉ ，

…

， 作为滞后变量均在等号右边 ， 因此不会出现同期相关问

题 ，
ＯＬＳ 仍然是有效的 Ｗ

．

该模型不关心方程回归系数是否显著 ， 检验重点是模型整体的稳定性水平 ， 只有在 ＶＡＲ

系统稳定的基础上 ， 才能利用脉冲响应和方差分解来研究随机扰动对变量系统的动态冲击．

２ 变量选取与数据说明

采用陇南市 ２００２—２０１６年统计年报数据 （见表 １ 、表 ２
） ，
利用计量经济分析软件 Ｅｖｉｅｗｓ８ ＿０

，

选取地方经济发展水平 、 幼儿园校舍面积 、 专任教师数为学前教育发展规模的影响因素 ， 建

立 ＶＡＲ模型 ，
运用脉冲响应函数与方差分解的计量分析方法， 对影响陇南市学前教育发展规

模的各因素动态关系进行实证分析 ， 探讨变量之间的效应关系 ．

考虑到数据的可获得性和研究需要
，
本文选取学前教育在校学生人数 （ ＳＴＵ ） 、 人均 ＧＤＰ

（
ＧＤＰ

） 、 校舍总面积 （
ＨＯＵ

） 、 专任教师数
（

ＴＥＡ
）
作为研究变量 ． 为消除物价变动对 ＧＤＰ 的
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影响 ， 采用商品零售价格指数对 ＧＤＰ 数据进行平减 ， 将样本期 内 ＧＤＰ 的数据调整为上年的

不变价格 ．

表 １

年度 学生数 （
人 ） 专任教师 （人 ） 校舍面积 （平方米 ） 人均 ＧＤＰ（元）

２００２ １９４０３ ４５８ ２８７３０ １７７８ ．０２２４７４

２００３ ２０３５３ ５００ ３ １７３６ １９３６ ．８９９４５６

２００４ １ ８３４４ ４８２ ３０６１ ４ ２２９８ ． １５８６６７

２００５ ２２ ０７０ ４６ １ ３ １９２２ ２７３７ ．３２８３７７

２００６ ２ ０ １８９ ４６ １ ３４６４８ ３３３４． ７１３４４

２００７ １６０６０ ４７９ ３２８０６ ３８２９ ．２８３０２６

２００８ ２ ２５５９ ５３０ ２ ８７９８ ４１ １２ ． ９８６０８８

２００９ ２０６５９ ５５ ３ ３ ０２５８ ４９２８ ． ７４３０５４

２０ １０ ２３０９９ ５８４ ３９ １２７ ５８０９
．６３７７９９

２０１ １ ３４７０２ ５８０ ４１６４３ ６６４４ ．７０７９１３

２０ １ ２ ４６２３７ ６７４ ５８９５６ ７８６３ ．４２９９０６

２０ １ ３ ５９５２８ ９８９ １６ １４４０ ８６８４ ．６４０８９４

２０ １４ ６７８５ ７ １０３８ １４５９ １ ６ １０１０８ ．３ １９１３

２０ １ ５ ７８２６３ １２９８ ２４７４３９ １０９２９ ． ７６７５９

２０ １６ １０８７７４ １６５８ ３２６２６３ １ １６９６ ．３８５２３

表 ２

年度 总人 口 （万 ）
ＧＤＰ

（
万

）
商品价格指数 价调 ＧＤＰ （万 ）

２００２ ２ ６６ ．０９ ４７３ １１４ １００ ４７３１ １４

２ ００３ ２ ６７ ．６ １ ５２３５ １７ １０ １ ５ １８３３３ ．６６３４

２００４ ２ ６８ ．８ １ ６３３８３０ １０２ ．
６ ６ １７７６８ ．０３ １２

２００５ ２６８ ．５９ ７４１８３６ １００ ．９ ７３５２１ ９ ．０２８７

２００６ ２ ７０ ．７５ ９２９０５７ １０２ ．９ ９０２８７３ ．６６３８

２００７ ２７５ ． １９ １ １１ ８０６１ １０６ ．１ １０５３７８０ ．３９６

２００８ ２ ７９ ． １ ８ １２１６０ １ １ １０５ ．９ １ １４８２６３ ．４５６

２００９ ２ ８２ ．３ １４２３３８６ １０２ ．３ １３９ １３８４ ．１６４

２０１ ０ ２ ８ １ ．７７ １６９４２７６ １０３ ．５ １６ ３６９８ １ ．６４３

２０１ １ ２８１ ．４６ １９７６８２２ １０５ ．７ １８７０２ １９ ．４８９

２０１ ２ ２８０ ．６４ ２ ２５９７５６ １０２ ． ４ ２２ ０６７９２ ．９６９

２０１３ ２８２ ．７７ ２４９５ ０４８ １０ １ ．６ ２４５５７５５ ．９０６

２０ １４ ２８３ ．２３ ２８９４４７２ １０ １ ． １ ２８６２９７９
．２２ ８

２０ １５ ２ ８５ ．７６ ３ １５ １４００ １００ ．９ ３１ ２３２９０ ．３８７

２０１６ ２ ８７ ．８ １ ３４０００００ １０ １ ３３６６３３６ ．６３４

同时 ，
为消除数据中存在的异方差

，
分别对这些变量 （

ＳＴＵ
，

ＧＤＰ
，
ＨＯＵ

，

ＴＥＡ
） 取 自 然对数 ，
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分别记为 ＬＮ ＳＴＵ
、
ＬＮＧＤＰ 、

ＬＮＨＯＵ
、
ＬＮＴＥＡ ． 这样 ， 不仅能消除时间序列 中 的异方差现象 ，

而且使变量变为弹性变量 ．

３ 实证分析

３
．
１ 变量的平稳性检验

在建立 ＶＡＲ 模型之前 ， 需先对各个时间序列做平稳性检验 ． 本文运用 ＡＤＦ 检验法对变

童 ＬＮＳＴＵ 、
ＬＮＧＤＰ 、

ＬＮＨＯＵ
、
ＬＮＴＥＡ 进行单位根检验 ， 检验结果见表 ３ ．

表 ３ＡＤＦ 单位根检验结果

变量 ＡＤＦ 检验值 临界值 （
ｉ％ ） 临界值 （

５％ ） 临界值 （

１０％
） 结论

ＬＮＳＴＵ －

１ ． １ １７２６６
－

４ ． ８０００８０
－

３ ． ７９ １１ ７２
－３

．
３４２２５３ 不平稳

ｄＬＮＳＴＵ －

４ ．３２２６４６
－

４ ． ８ ８６４２６
－

３ ． ８２８９７５
－

３ ． ３６２９８４ 平稳
̄

ＬＮＧＤＰ －０ ．６４２８７５
－４ ．８０００８０ －３ ． ７９ １ １ ７２ －３ ．３４２ ２５３ 不平稳

ｄＬＮＧＤＰ －

３ ．９８ １０８ ７
－

４ ． ８８６４２６
－３ ．８２ ８９ ７５

－

３ ．３６２ ９８４ 平稳
̄

ＬＮＨＯＵ 一

２ ．３６７３８４ －

５ ． １２４８７５ －

３ ．９３３３ ６４ －３ ．４２００３０ 不平稳

ｄ ＬＮＨＯＵ －４ ．６８７７８ ３
－

４ ．８ ８６４２６ －

３ ．８２ ８９７５ 一３ ．３６２９８４ 平稳
̄

ＬＮＴＥＡ －

０ ． １ １３０８ ８
－４ ． ８０００８０ －

３ ． ７９ １ １７２
－３ ． ３４２２ ５３ 不平稳

ｄＬＮＴＥＡ －

４ ．３８５４２８
－４ ．８８６４２６ －

３ ．８２８９７５ －３ ． ３６２９８４ 平稳
̄

注 ： 表 ３ 中的 ｄ 表示
一

阶差分产 表示在 ５％水平下显著 ．

由表 ３ 可知 ：
ＬＮＳＴＵ 、

ＬＮＧＤＰ 、
ＬＮＨＯＵ

、
ＬＮＴＥＡ 等 ４ 个变童的原序列均存在单位根 ，

均为非平稳序列 ；
而经过

一

阶差分后 ，
４ 个差分序列都通过 了５％ 显著性水平的平稳性检验 ，

说 明这些变量的差分序列是平稳的 ％ 均属于
一

阶单整序列 ， 即 １
（

１
）
过程 ．

３
．
２ 确定 ＶＡＲ 模型的滞后阶数

为了确保模型拥有合理的 自 由度和较强的解释力 ，

ＶＡＲ 模型需要确定最佳滞后期 ，

一

般

可以根据赤池信息准则 （
ＡＩＣ

） 和施瓦茨准则 （

ＳＣ
）
取值最小的原则来确定 ＶＡＲ 模型的滞后

阶数． 结果显示 ，
ＡＩＣ 准则和 ＳＣ 准则的值在滞后期为 ２ 时 同时最小 ， 故 ＶＡＲ 模型的最佳滞

后阶数 Ｐ 为 ２
，
此模型为 ＶＡＲ

（
２

） 模型 ． 不同滞后期各准则数值的计算结果详见图 １
（注 ：

＊

表

示各准则确定的最佳滞后期 ）
．

Ｌａ ｇ Ｌｏ ｇＬ
ＬＲ ＦＰＥ ＡＩＣ ＳＣ ＨＱ

０ ６ ． ７ ４００ ５３ ＮＡ ７ ．７２ｅ
－

０６
－

０ ．

４２ １５４７
－

０ ． ２４７７１ ６
－

０ ． ４ ５７ ２７７

１ ７３ ．２８４ ３７ ８ １ ．９００６９ ３ ． ８２ ｅ
－

０９
－

８ ． １９７ ５ ９５
－

７ ． ３２８４４２
－

８ ３ ７６ ２４５

２ １ ３２ ．

４８ ６４ ３６．４ ３２０ ５

＊

１
．５ １ ｅ

－

１１

＊
－

１４ ． ８４４０７
＊

－

１ ３ ． ２７ ９５９
＊

－

１ ５ ．

１ ６５６４
＊

＊

 ｉ ｎｄ ｉｃ ａｔ ｅｓ 
ｌ ａ ｇ 

ｏ ｒ
ｄｅ ｒ ｓ ｅ ｌ ｅｃ ｔ ｅｄ  ｂ

ｙ 

ｔ
ｈ ｅ ｃｕｔ

ｅ
ｒ ｉｏ ｎ

ＬＲ ：  ｓ ｅ ｑｕ ｅ ｎ ｔｉａ ｌ ｍ ｏｄ ｉ

ｆｉ
ｅ ｄ ＬＲ ｔｅ ｓ

ｔ
ｓｔ ａｔ

ｉ

ｓ ｔ
ｉ
ｃ

（
ｅ ａ ｃｔｉ ｔ ｅ ｓ ｔ



ａ ｔ
５％ 

ｌｅｖｅ
ｌ）

ＦＰＥ Ｆｉ ｎａ ｌ

 ｐ ｒｅｄｉ ｃｔ ｉｏ ｎ  ｅｒ ｒｏｒ

Ａ Ｉ

Ｃ Ａｋａｉ ｋｅ


ｉｎ ｆｏ ｒｍ ａ ｔ ｉｏ ｎ ｃｒｉ ｔｅ ｒｉ ｏｎ

ＳＣＳｃｈｗａ ｒｚ  ｉ ｎ ｆｏ ｒｍ ａｔ ｉｏ ｎ  ｃｒｉｔ ｅ ｒｉ ｏ ｎ

ＨＱ ： Ｈａｎ ｎ ａｎ－Ｑｕ ｉ ｎ ｎ Ｉ ｎｆ ｏ ｒｍａ ｔｉ ｏｎ ｃ ｒｉ ｔｅ ｒ ｉｏｎ

图 ｉ 不同滞后期各准则数值的计算结果

３ ． ３ＶＡＲ 模型的平稳性检验

用 Ｅｖｉｅｗｓ８ ．０ 计算所构建的 ＶＡＲ （
２

） 模型所有根的倒数的模 ， 来检测 ＶＡＲ 模型的稳定性 ．
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对于滞后期为 ２ 且有 ４ 个内生变量的 ＶＡＲ 模型来说， 其 ＡＲ特征多项式共有 ２ ｘ ４ 即 ８ 个根 ．

经检测发现 ，
没有根位于单位圆外 ， 即这些根的倒数的模都小于 １

， 这表明所估计的 ＶＡＲ （
２

）

模型是稳定的 ， 可以进行后续的分析 ， 并且后续分析结果是合理的 ． 检验结果见图 ２ ．

Ｈｙｆ
Ｋ）ｔｈｅ ｓ ］ｚｅｄ

Ｎ ｏ ｏｆＣＥ （ｓ）
Ｅｉ ｇｅｎｖａｌ ｕｅ

Ｔｒａｃ ｅ

Ｓｔａ ｔｉ ｓ ｔ ｉｃ

０ ０５

Ｃｒｉ ｔｉｃａ ｌＶａｌ ｕｅ Ｐｒｏｂ
＊＊

Ｎｏｎ ｅ
＊

０９９９５３９ １３７７ １ １２ ４７ ８５６１ ３ ０ ００００

Ｗ ｍｏｓ ｔ ｌ 

＊

Ａｔｍｏｓｔ ２
＊

０ ８ ｉｍｉ ３７８４０５４ ２９ ７９７０７ ０ ００４８

０ ５５８４４９

０ ３４１ ３４４

１ ６ ０５５２１ １ ５４ ９４７１ ０ ０４１２

Ａｔ ｍａｓｔ ３
＊

５ ４２８２０４ ３ ８４ １４６６ ０ ０１ ９８

图 ２ＡＲ 特征多项式根检验结果

３ ．４ 协整检验

为了检验变量 ＬＮＳＴＵ 、
ＬＮＧＤＰ 、

ＬＮＨＯＵ
、
ＬＮＴＥＡ 之间是否存在长期稳定的均衡关系 ，

采用 Ｊｏｈａｎｓｅｎ 协整检验 ． 进行协整检验选择的滞后阶数应该等于无约束的 ＶＡＲ 模型的最优

滞后阶数减 １
， 即协整检验的最后滞后阶数为 １盹 协整检验结果见图 ３

．

Ｈ
ｙｐｏ

ｔｈｅｓｉ ｚ＆ ｄ Ｔ
ｒａｃｅ ０ ０５

Ｎｏ ｏ ｆＣＥ（ｓ ）
Ｅｉ ｇｅｎｖａｌｕ ｅ ＾ａ

ｔ
ｉ ｓｂｃ Ｃｎ ｔ ｉｃａＪ Ｖａｌｕｅ Ｐｒｏｂ

＊＊

Ｎｏｎｅ
＊

０９９９５３９ １３７ ７１ １２ ４ＴＳ５６１３ ０ ００００

Ａｔ ｍｏｓ ｔ １

＊
０ ８ １２８４１ ３７ Ｓ４０５４ ２９ ７９７０７ ０ ００４８

Ａｌｍｏｓ ｔ ２
＊

０ ５５８４４９

０ ３４ １３４４

１６ ０５５２１ １ ５４９４７ １ ０ ０４１ ２

Ａｔｍｏｓｔ ３
＊

５ ４２８２０４ ３ ８４１４ ６６ ０ ０ １９８

图 ３Ｊｏｈａｎｓｅｎ 协整检验结果

根据迹统计量 （
Ｔ＾ａｃｅＳ ｔａｔ ｉｓｔ ｉｃ

） 结果 ， 以检验水肀 ０ ．０５ 来看 ， 均拒绝了原假设 ． 因此 ， 在

５％的显著水平下变量 ＬＮＳＴＵ
、
ＬＮＧＤＰ

、
ＬＮＨＯＵ

、
ＬＮＴＥＡ 之间存在协整关系 ，

并有 ４ 个协

整方程 ．

一

般选取第
一个协整 向量作为研究变量之间存在均衡关系的协整向量 ． 检验结果见

图 ４ ＿

１ Ｃｏｍｔｅ＾ａ
ｔｉ ｎｇ

Ｅｑｕ
ａｆｅ ｏｎ

（
ｓ

）
． Ｌｏｇ

ｌ ｉ Ｋｅ ｈｈ ｏｏｄ １ ０３ ８９７３

Ｎｏｒｍ＾ｉｚｅｄ ｃｏ ｉｎ ｔｅｇ ｒａｔ ｉ ｎ ｇ
ｃｏｅｆ ｆｉａｅｎｔ

ｓ
（
ｓ
ｔ
ａｎｄａｒｄ 

ｅ
ｒ
ｒ ｏｒ ｉ ｎ

ｐ
ａｒｅｎｔｔｉ

ｅｓ ＆ｓ
）

ＬＮＳＴＵＬＮ ＧＤＰ ＬＮＨＯＵ ＬＮＴＥＡ０

１ ００００００
－

０ ８２５６２ ９
－

１ ６６９７７８ Ｚ９５６９０６－

５ ０２７３７ ６

（
０ ００８１６

） （
０ ０１ ３８５

） （
０ ０３４６４

）（０ ０６００３）

图 ４ 标准化的协整系数

变量系统的标准化协整向量为
（
１ ． ００００

，

－

０ ．８２５６２９
， 

－

１ ． ６６９ ７７８
，
２ ．９５６９０６

， 

—

５ ．０２７３７６
） ，
对应

的协整方程为 ：

ＬＮＳＴＵ 
＝ ０

．
８２５６２９ ＊ＬＮＧＤＰ＋１ ．

６６９７７８＊ＬＮＨＯＵ
－

 ２ ．９５６９０６ ＊ＬＮＴＥＡ＋５ ．
０２７３７６

．（

３
）

根据以上协整方程 ， 可以得出 经济发展水平 （

ＬＮＧＤＰ
） 、 校舍面积 （

ＬＮＨＯＵ
）

、 专任教师数

（
ＬＮＴＥＡ

） 与学前教育规模 （
ＬＮＳＴＵ ） 存在长期协整关系 ？ 并且从它们之间的协整方程可以看

出 ： 经济发展水平的长期弹性是 ０ ．８２５６２９ ， 校舍面积的长期弹性是 １ ．６６ ９７７８ ， 专任教师数的长
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期弹性是负向 ２ ．９５６９０６ ． 也就是说， 从长期均衡关系来看 ， 经济发展水平每增长 １％ ， 学前教

育规模增长 ０ ．８２５６２９％
； 校舍面积每増长 １％

， 学前教育规模增长 １ ．６６９７７８％
； 而专任教师数

每增长 １％
， 学前教育规模反而降低 ２ ． ９５６ ９０６％

Ｗ
． 根据各指标的弹性值可以判定 ， 经济发展

水平和校舍面积对学前教育规模有促进作用 ，
专任教师数对学前教育规模有抑制作用 ．

３ ． ５Ｇ ｒａｎｇｅｒ 因果检验

格兰杰 （
Ｇｒａｎｇｅｒ ） 因果检验是用于检验变量之间的时间先后顺序 ， 并不表示真正存在因

果关系 ， 是否存在 因果关系需要根据理论 、 经验和模型进行综合判断 ？ 变量间的 Ｇｒａｎｇｅ ｒ 因

果关系检验法是由计量经济学家 Ｇ ｒａｎｇｅｒ 于 １ ９６９年利用分布滞后概念提出的 ＿Ｇｒａｎｇｅｒ 因果

关系检验的基本思想是 ： 在时间序列 Ｘ 和 Ｚ 消除了趋势之后 ， 如果利用过去的 Ｘ 和 Ｚ 的值
一

起对 Ｚ 进行预测 ，
比单独用 Ｚ 的过去值预测的效果更好的话 ，

序列 Ｘ 和 Ｚ 之间存在因果

关系 ， 则称 Ｘ 是 Ｚ 的 Ｇ ｒａｎｇｅ ｒ 原因 ， 记为 Ｘ—Ｚ ［

５

Ｌ 由于经济发展水平 （
ＬＮＧＤＰ

） 、 校舍面

积
（

ＬＮＨＯＵ ） 、 专任教师数 （
ＬＮＴＥＡ

） 与学前教育规模
（

ＬＮＳＴＵ
）
存在长期均衡关系

，
因此可

以进行 Ｇｒ ａｎｇｅｒ 因果检验 ． 选取滞后阶数为 ２
， 检验水平 ０

．
０５

， 检验结果见图 ５
．
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ｉｅ ｓ ｉ ｓ
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１ ３ １ ． ０４６３４

２ １ ４４６７
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０ １ ７９６

ＬＮＴＥＡ ｄｏｅｓ 
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ＬＮＴＥＡ

１３ ０ ２７６Ｓ２
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０ ． ７６５２

０
．

１ ９４４

ｍＴＥＡ ｄｏｅｓ ｎｏｔ Ｇ ｒａｎｇｅｒ
Ｃａｕｓｅ ＬＮＨＯＵ

ＬＮＨＯＵｄｏｅｓｎｏｔ Ｇｒａｎｇｅｒ ＣａｕｓｅＬＮＴＥＡ

１ ３ ０ ８４６５５

０ ．０９５４９

０． ４６４０

０ ．９０９９

图 ５Ｇｒａｎｇｅｒ 因果关系检验结果

由 图 ５ 知 ， 滞后期为 ２ 时 ， 在 ５％的显著性水平下 ， 学前教育规模 （
ＬＮＳＴＵ

） 与经济发

展水平 （

ＬＮＧＤＰ ） 具有单向 Ｇｒａｎｇｅｒ 因果关系 ， 即学前教育规模 （

ＬＮＳＴＵ
）
是经济发展水平

（

ＬＮＧＤＰ
）
的 Ｇｒａｎｇｅｒ原因 ； 学前教育规模 （

ＬＮＳＴＵ
）
与校舍面积 （

ＬＮＨＯＵ
） 具有单向 Ｇｒａｎｇｅｒ

因果关系
，
即学前教育规模 （

ＬＮＳＴＵ
） 是校舍面积 （

ＬＮＨＯＵ
） 的 Ｇｒａｎｇｅ ｒ 原因 ； 学前教育规

模 （
ＬＮＳＴＵ） 与专任教师数 （

ＬＮＴＥＡ
）
没有 Ｇ ｒａｎｇｅｒ 因果关系 ？ 另外 ， 校舍面积 （

ＬＮＨＯＵ
）

与经济发展水平 （
ＬＮＧＤＰ

） 、 专任教师数 （
ＬＮＴＥＡ

） 与经济发展水平 （
ＬＮＧＤＰ

） 、 专任教师数

（
ＬＮＴＥＡ ） 与校舍面积 （

ＬＮＨＯＵ
）

之间也没有 Ｇｒａｎｇｅｒ 因果关系 ？ 这说明在短期内
，

经济发展

水平 、 校舍面积 、 专任教师数的前期变化在统计上不能有效地预测学前教育发展规模 ． 原因

可能是受陇南地区山大沟深 、 乡村农户居住分散等因素的制约 ， 地区经济水平提高的短期效

应和学前教育资源的集中配备对学前教育规模的影响并不明显 ．

３． ６ 脉冲响应函数分析 ＠

脉冲响应函数分析方法可以用来描述
一

个 内生变量对 由误差项所带来的 冲击的反应，
即



４期王胜青 ： 基于 ＶＡＲ 模型的学前教育发展规模影响因素研究 ． ． ．３１ ７

在随机误差项上施加
一

个标准差大小的冲击后
，

对内生变量的 当期值和未来值所产生的影响

程度 ．

从上述可知
，
变量 ＬＮ ＳＴＵ

、
ＬＮＧＤＰ

、
ＬＮＨＯＵ

、
ＬＮＴＥＡ 建立的 ＶＡＲ 模型是稳定有效的 ，

所以在此基础上 ， 我们可以利用 Ｅｖｉｅｗ ｓＳ ． Ｏ 软件 ， 通过设置脉冲冲击变量 、 追踪期数以及输出

方式等信息 ， 即可得到各变童
一

个标准差新息 （
Ｉｎｎｏｖａｔ ｉｏｎ

） 的冲击对学前教育规模的脉冲 响

应函数图 ．

Ｒ ｅｓ
ｐ
ｏｎｓｅ

 ｔ
ｏ

Ｃ ｈｏ ｌ

ｅｓｋｙ
Ｏ ｎｅＳ ． Ｄ ． Ｉｎ ｎｏｖａｔ ｉｏ ｎｓ ？２ Ｓ ． Ｅ ．

Ｒｅ ｓｐｏ ｎｓｅｏｆＬＮ ＳＴＵ ｔｏＬ ＮＳＴＵＲ ｅｓｐ ｏ ｎｓｅｏ ｆ Ｌ ＮＳＴ ＵｔｏＬＮＧＤＰ

图 ６ 学前教育规模对各变量冲击的响应

图 ６ 中 ， 分别显示学前教育规模对 自 身及人均 ＧＤＰ
、 校舍面积 、 专任教师数等变量冲击的

响应 ， 横轴表示脉冲响应的追踪期数 ， 纵轴表示 ＬＮ ＳＴＵ 对 ＬＮＳＴＵ 、
ＬＮＧＤＰ 、

ＬＮＨＯＵ 、
ＬＮＴＥＡ

的反应程度 ， 实线表示脉冲响应函数 ， 虚线表示正负两倍的标准差偏离带 （
±２Ｓ ． Ｅ

）
． 从图 中可

以看出 ， 当 学前教育规模 （

ＬＮＳＴＵ
）
对 自身经过

一

个标准差新息的正向冲击后 ， 学前教育规模

增长协调性初期反应较大 ， 并达到正向最大值
（
０ ． ２０

） ， 之后各期影响快速下降 ， 但还是正 向影

响 ， 在第 ５ 期变为负向影响 ，
达到最低值 （

－

０ ． ０２
）

， 随后影响又转为正向并有小幅波动 ，
上升至

第 ８ 期 （
０ ．０６

） 之后又迅速向 ０ 轴逼近 ． 总体而言 ， 学前教育规模对 自 身的冲击影响力度最大 ，

在滞后 １０ 期之内呈正 向反应 ， 当期表现最显著 ， 第 ５ 期之后趋于稳定 ； 当经济发展给学前教

育规模一个标准差新息的正 向冲击后 ， 学前教育规模的脉冲 响应在第 １ 期为 ０
， 第 ２ 期为负

向反应
（

－０ ． ０３
） ， 第 ３ 期又达到正向值 （

０ ． ０３
）

， 第 ４ 期降至负 向最小值 （

－０ ． ０４
）

， 之后呈小幅度

的上下波动趋势 ， 到第 ６ 期之后呈正向反应并趋于稳定 ． 这说明
，

经济发展对学前教育规模

的后期影响时限长 ，
经济发展水平是保持学前教育发展规模稳步增长的重要因素 ； 当校舍面

积增长给学前教育规模
一

个标准差新息的正向 冲击后 ， 学前教育规模的脉冲响应在第 １ 期为
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〇
， 然后有显著的负 向反应 ， 第 ２ 期达到负向最小值 （

－０ ．０９
）

， 第 ３ 期之后呈现向零效应收敛的

迹象在 〇 附近保持稳定 ，
说明短期内校舍面积的无序扩充对学前教育规模增长协调性具有负

面影响 ， 但很快会趋于稳定 ， 在滞后十期之 内增加校舍面积和扩大学生规模在系统中将保持

长期均衡关系 ； 当专任教师数给学前教育规模
一个标准差新息的正向冲击后 ， 脉冲响应曲线

几乎和横轴重合 ， 纵轴正向值基本保持为常数 （

〇 ．〇 １
） ， 说明专任教师数在滞后各期 内对学前

教育规模增长无显著影响 ， 随着时间的推移 ， 增加专任教师数和扩大学生规模在系统中将保

持长期均衡关系 ．

３ ． ７ 方差分解 １
５

］

与脉冲响应函数相比较 ， 方差分解提供了另外
一

种描述系统动态的方法 ＿ 脉冲响应函数

是追踪系统对一个 内生变量的 冲击效果 ， 方差分解以变量的预测误差方差百分比的形式反映

变量之间的交互作用程度 ， 它的基本思想是把系统中每
一

个内生变量的变动按其成因分解为

与各方程随机扰动项 （新息 ） 相关联的各组成部分，
以了解各新息对模型内生变量的相对重

要性 ． 本文利用方差分解分析了各个影响 因素对学前教育发展规模的贡献率 ， 方差分解结果

见图 ７．
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图 ７ 学前教育发展规模方差分解结果

方差分解结果表 明 ， 对学前教育规模发展变化贡献率最大的还是 自 身因素的变化 ， 虽然

学前教育规模对 自 身的贡献率在各滞后期呈递减趋势 ， 其中较为明显的是第二期贡献率比第
一期下降了１ ５ ．

６２ 个百分点 ， 但第十期其贡献率仍然达到 ８１ ．６９％
， 依旧起着主要作用 ， 这和我

国实施学前教育两轮三年行动计划及二孩生育政策有关 ， 即我国学前教育规模的扩张主要靠

政府行政力量来推动 ． 其次 ， 对学前教育规模增长较为明显的影响因 素是幼儿园校舍面积 ， 第

２ 期就达到了最大值 １ ４％
，
之后在 １ ２％上下轻微波动 ， 第十期其贡献率仍然达到了１ １ ．３％

， 这

与陇南实施省级财政学前教育幼儿园建设项 目有关 ，
短期内增加校舍面积 ， 解决入园难问题，

从而扩充了学前教育的规模 ． 再次是人均 ＧＤＰ
， 随着时间的推移其贡献率整体呈上升趋势 ，

第十期达到了
６ ．９２％ ， 这说明从长远来看经济增长仍然是影响学前教育发展规模增长的不变

因素 ． 对学前教育规模增长贡献率最低的是专任教师数 ， 从滞后各期来看 ，
其贡献率最大不足

０ ．１％ ， 而且长期稳定在 ０ ．０９％左右 ？

４ 结论

本文选取陇南市 ２００２
－

２０ １６ 年的统计年报数据 ， 在协整分析的基础上建立学前教育发展



４期王胜青 ： 基于 ＶＡＲ 模型的学前教育发展规模影响因素研究 ． ． ．３ １９

规模影响 因素的 向童 自 回归模型 （

ＶＡＲ
）

， 然后综合运用格兰杰 （
Ｇ ｒａｎｇｅｒ） 因果检验 、 脉冲响

应函数和方差贡献度分解等研究方法 ，
对经济发展水平 、 幼儿园校舍面积 、 专任教师数等因

素影响学前教育发展规模的动态效应进行实证分析 ． 研究结果表明 ： 从长期看 ， 陇南市学前

教育发展规模与经济发展水平 、 幼儿园校舍面积 、 专任教师数之间存在长期均衡的协整关

系 ；
经济发展水平 、 校舍面积对学前教育规模具有正向效应 ， 专任教师数对学前教育规模起

负 向效应 ； 从短期看 ， 学前教育规模既是经济发展水平的 Ｇｒａｎｇｅｉ

？

原因 ， 同时也是校舍面积

增长的 Ｇ ｒａｎｇｅｒ 原因 ， 但经济发展水平 、 校舍面积 、 专任教师数的前期变化在统计上不能有

效地预测学前教育发展规模 ． 在滞后 ２ 期 内 ， 经济发展水平和校舍面积均对学前教育规模的

脉冲影响具有显著负 向效应 ，
之后沿横轴上下小幅波动并趋于 〇

， 而专任教师数对学前教育

规模增长无显著影响 ． 这说明 ， 未来两年内 学前教育规模不会有太大的增长 ， 当提高经济发

展水平 、 增加校舍面积和专任教师数时对学前教育规模的影响不明显 ， 但随着时间推移 ， 系

统将保持长期均衡关系 ； 从贡献率层面来看 ， 在不考虑学前教育发展规模 自 身贡献率时 ， 校

舍面积对学前教育发展的贡献率最大 ， 其次是经济发展水平 ，
而专任教师数对学前教育发展

规模贡献率不太明显 ． 这说明陇南市在着力解决适龄儿童
“

入园难
”

问题上
， 增加政府投入新

建 、 改建 、 扩建了
一

批安全 、 适用 的幼儿园 ， 从而扩大了幼儿园校舍面积 ， 满足 了适龄儿童有

学上 ， 对学前教育发展的贡献率最大符合发展规律 ．

综上所述 ， 陇南市学前教育发展规模与经济发展水平 、 幼儿园校舍面积 、 专任教师数之

间存在长期均衡的协整关系 ． 当政府完成了学前教育两轮三年行动计划之后 ， 校舍面积得到

了快速增长 ， 专任教师得到 了足够补充 ，
学前教育三年毛入园率达到 了９２ ．１ ２％

， 学前教育规

模基本趋于稳定 ． 由 于陇南属于秦巴 山区集中连片贫困区 ， 是全省贫困人 口最多的地区之
一

，

经济落后 、
山大沟深 、 乡村农户居住分散 、 村级幼儿园短缺是制约学前教育发展的主要因素 ．

今后 ， 地方政府要继续保持学前教育的投入水平
，
并根据二孩生育政策的放开 ，

面临适龄儿童

规模的稳步增长 ， 适当扩充校舍面积， 重点放在村级幼儿园的改扩建上
，
并按省定师生 比标准

补充专任教师数． 同时
，
从长期来看 ，

还是要大力发展地方经济 ，

通过提高居民支付能力来增

加对学前教育的需求 ， 扩大学前教育规模 ． 针对城乡经济水平差异大 、 学前教育发展不均衡

的问题 ， 地方政府应制订统筹城乡教育发展规划 ， 宏观调控城乡教育资源的配置 ．

一

方面 ，
要

加大对农村园 、 薄弱园的扶持力度 ，
充分发挥经济为教育服务的功能 ， 公共财政经费 向农村

及乡镇学前教育倾斜 ， 重点是建立长效 、 规范的保障制度 ， 用优质教学条件和学前教育服务

留住幼儿 ； 另
一

方面 ， 随着城镇化进程的推进 ， 对于县城学前教育 ， 面对进城务工人员随迁子

女人数剧增的趋势 ， 要科学测算适龄儿童 ， 积极扩大学前教育资源量 ， 满足随迁儿童的入园需

求 ． 今后 ， 在保证适龄儿童有园上的 同时 ，
还要着力解决上好园的问题 ．
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复形的Ｗ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ预覆盖
崔俊峰

（陇南师范高等专科学校 数学系，甘肃 成县　７４２５００）

摘要：令Ｗ是Ｒ－模的自正交类．证明任意具有有限Ｗ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ分解维数的Ｒ－复形Ｘ 都有Ｗ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ预覆盖

ｆ：Ｇ→Ｘ，且ｆ是满的拟同构．作为应用，将 Ｈｏｌｍ关于模的Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射预覆盖的结论推广到了复形．
关键词：Ｗ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ复形；自正交类；预覆盖

中图分类号：Ｏ１５４．２　　文献标志码：Ａ

Ｗ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｐｒｅｃｏｖｅｒ　ｏｆ　ｃｏｍｐｌｅｘｅｓ

ＣＵＩ　Ｊｕｎ－ｆｅｎｇ
（Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ　ｏｆ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，Ｌｏｎｇｎａｎ　Ｔｅａｃｈｅｒｓ　Ｃｏｌｌｅｇｅ，Ｃｈｅｎｇ　Ｃｏｕｎｔｙ　７４２５００，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｌｅｔ　Ｗｂｅ　ａ　ｓｅｌｆ－ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ　ｃｌａｓｓ　ｏｆ　Ｒ－ｍｏｄｕｌｅｓ．Ｉｔ　ｉｓ　ｐｒｏｖｅｄ　ｔｈａｔ　ｆｏｒ　ａｎｙ　Ｒ－ｃｏｍｐｌｅｘ　Ｘｗｉｔｈ　ｆｉｎｉｔｅ
Ｗ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ，ｔｈｅｒｅ　ｅｘｉｓｔｓ　ａ　Ｗ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｐｒｅｃｏｖｅｒ　ｆ：Ｇ→Ｘ，ｗｈｅｒｅ　ｆｉｓ　ａｎ　ｅｐｉｃ　ｑｕａ－
ｓｉ－ｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍ．Ａｓ　ａｎ　ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ，ｗｅ　ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅ　ｔｈｅ　Ｈｏｌｍ’ｓ　ｒｅｓｕｌｔ　ｏｎ　Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ　ｐｒｅｃｏｖｅｒ　ｏｆ
ｍｏｄｕｌｅｓ　ｏｎｔｏ　ｔｈｅ　ｃｏｍｐｌｅｘｅｓ．

Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：Ｗ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｃｏｍｐｌｅｘ；ｓｅｌｆ－ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ　ｃｌａｓｓ；ｐｒｅｃｏｖｅｒ

　　设Ｘ是阿贝尔范畴Ａ中的一个对象，Ｂ是Ａ中
的一个对象类．设Ｂ∈Ｂ．称同态ｆ：Ｂ→Ｘ 是Ｘ 的

Ｂ－预覆盖，若对于任意Ｂ′∈Ｂ，序列 Ｈｏｍ（Ｂ′，Ｂ）→
Ｈｏｍ（Ｂ′，Ｘ）→０是正合的．等价地，对于任意Ｂ′∈
Ｂ，任意同态ｇ：Ｂ′→Ｘ，存在同态ｈ：Ｂ′→Ｂ使得图１
可交换．

图１　预覆盖图

Ｆｉｇ．１　Ｐｒｅｃｏｖｅｒ　ｄｉａｇｒａｍ

若Ｂ－预覆盖存在，则可以通过Ｂ中的对象去逼
近范畴Ａ中的任意对象，进而通过Ｂ的性质研究范
畴Ａ．特别是在模的复形范畴中，（预）覆盖的研究受
到了许多学者的广泛关注［１－２］．
本文研究了复形的Ｗ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ预覆盖，其中

Ｗ是Ｒ－模的自正交类．主要结论为

　　收稿日期：２０１６－０３－２２
　　基金项目：甘肃省高等学校项目（２０１５Ａ－１８１）

　　作者简介：崔俊峰（１９７８－），男，甘肃陇西人，讲师．

　　定理１　设复形Ｘ 的Ｗ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ分解维数
为ｎ．则有Ｗ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ预覆盖ｆ：Ｇ→Ｘ，其中ｆ是
满的拟同构，且Ｋｅｒ（ｆ）的Ｗ分解维数为ｎ－１．

Ｅｎｏｃｈｓ 和 Ｇａｒｃｉａ　Ｒｏｚａｓ［３］ 研 究 交 换 局 部

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ环上复形的Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射（预）覆盖．
特别地，令 Ｗ为所有投射模的类，则 Ｗ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ
投射 复 形 正 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投 射 复 形．此 时，Ｗ－
Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ分解维数即Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射维数，记为
“Ｇｐｄ”．由于任意模可以看作是集中在０层次的复
形，下述结论将 Ｈｏｌｍ 在文献 ［４］中关于模的

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射预覆盖的结论推广到了复形．用
“Ｇｐｄ”和“ｐｄ”分别表示相对于Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射和投
射对象的分解维数．模的（Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ）投射维数的
两种推广，即通过分解定义的（Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ）投射维
数和投射维数，与通过复形的拟同 构 定 义 的
（Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ）投射维数和投射维数［５－６］，对于复形而
言是不同的．
推论１　设Ｒ 是任意结合环，Ｘ 是Ｒ－复形．若

Ｇｐｄ（Ｘ）＝ｎ，则有Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射预覆盖ｆ：Ｇ→Ｘ，
其中：ｆ是满的拟同构，且ｐｄ（Ｋｅｒ（ｆ））＝ｎ－１．特别
地，若模Ｍ 具有有限Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射维数，则存在

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射预覆盖ｆ：Ｈ→Ｍ，其中：ｆ是满射且
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ｐｄ（Ｋｅｒ（ｆ））＝Ｇｐｄ（Ｍ）－１．
假设Ｒ是交换Ｎｏｅｔｈｅｒ环，Ｃ是有限生成的Ｒ－

模．称Ｃ是半对偶模，如果对于任意ｉ≥１，ＥｘｔｉＲ（Ｃ，

Ｃ）＝０，并且自然的态射Ｒ→ＨｏｍＲ（Ｃ，Ｃ）是同构．称

Ｒ－模Ｍ 是Ｃ－投射的，如果存在投射模Ｐ使得ＭＣ
ＲＰ．令ＰＣ 表示所有Ｃ－投射模的类．由文献［７］可
知ＰＣ 是一个自正交类．由于在文献［８］中称 ＰＣ－

Ｇｏｒｅｎｔｅｉｎ模为Ｃ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射模，相应地称Ｐ
～

Ｃ－
Ｇｏｒｅｎｔｅｉｎ复形为Ｃ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射复形．进而，称

Ｒ－复形Ｘ 的Ｐ
～

Ｃ－Ｇｏｒｅｎｔｅｉｎ分解维数为Ｃ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ
投射维数，记为Ｃ－Ｇｐｄ（Ｘ）．记号Ｃ－ｐｄ（Ｘ）表示Ｘ

的Ｐ
～

Ｃ－分解维数，称为Ｘ的Ｃ－投射维数．
推论 ２　 设 Ｒ 是具有半对偶模Ｃ 的交换

Ｎｏｅｔｈｅｒ环，Ｘ 是Ｒ－复形．若Ｃ－Ｇｐｄ（Ｘ）＝ｎ，则有

Ｃ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射预覆盖ｆ：Ｇ→Ｘ，其中ｆ是满的拟
同构，且Ｃ－ｐｄ（Ｋｅｒ（ｆ））＝ｎ－１．
注１　在文献［７］注２．３中列举了许多自正交

模类的例子．因此，由定理１，可以得到诸如复形的

Ｖ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射预覆盖，Ω－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射预覆
盖等结论．关于Ｖ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射和Ω－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ
模，详见文献［８］．

１　预备知识

定义１［７］　令Ｗ表示一个Ｒ－模的类．称Ｗ是自
正交的，如果它满足下面的条件：

ＥｘｔｉＲ（Ｗ，Ｗ′）＝０　　Ｗ，Ｗ′∈Ｗ，ｉ≥１
用Ｗ表示一个关于扩张，有限直和以及直和因

子封闭的Ｒ－模的自正交类．用记号Ｗ
～
和ＷＧ

～
分别表

示所有Ｗ复形的类和所有Ｗ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ复形的类．

Ｒ－复形Ｘ 通常表示为Ｒ－模的序列…→Ｘ１
ｄＸ

→
１

Ｘ０
ｄＸ
→
０

Ｘ－１
ｄＸ
→
－１　

Ｘ－２→…其中：对于任意的ｎ，有

ｄＸｎ－１ｄＸｎ＝０．
定义２　称Ｒ－复形Ｘ 是Ｗ复形，如果Ｘ是正合

复形，并且对于任意ｎ∈Ｚ，Ｋｅｒ（ｄＸｎ）∈Ｗ．
记号ＨｏｍＣ（Ｒ）（－，－）表示Ｒ－复形的范畴Ｃ（Ｒ）

中的态射集，ＥｘｔＣ（Ｒ）（－，－）表示ＨｏｍＣ（Ｒ）（－，－）

在范畴Ｃ（Ｒ）中的导出函子．

定义３［９］　称Ｒ－复形Ｘ 是Ｗ
～

－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ复形，

如果存在Ｗ
～
中复形的正合序列

Ｗ＝…→Ｖ１→Ｖ０→Ｖ－１→Ｖ－２→…

使Ｘ＝Ｋｅｒ（Ｖ０→Ｖ－１），且 Ｗ同时是ＨｏｍＣ（Ｒ）（Ｗ
～
，－）

和ＨｏｍＣ（Ｒ）（－，Ｗ
～
）正合的．

令Ａ是一个 Ａｂｅｌ范畴，Ｘ是Ａ的全子加法范
畴．设Ｍ∈Ａ．称正合序列…→Ｘ１→Ｘ０→Ｍ→０为Ｍ
的Ｘ分解，其中：Ｘｉ∈Ｘ，ｉ≥０．定义Ｍ 的Ｘ分解维
数（记为Ｘ－ｒｅｓｄｉｍ（Ｍ）），为Ｍ 的所有Ｘ分解的最小
长度，即

　　Ｘ－ｒｅｓｄｉｍ（Ｍ）＝ｉｎｆ｛ｎ∈Ｚ｜存在 Ｍ 的Ｘ分解

０→Ｘｎ→Ｘｎ－１→…→Ｘ０→Ｍ→０｝

特别地，令Ａ为Ｒ－复形的范畴，Ｘ分别为Ｗ
～
和

槇
ＷＧ．则有复形 Ｍ 的Ｗ和Ｗ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ分解维数的

概念，分别记为Ｗ
～

－ｒｅｓｄｉｍ（Ｍ）和
槇
ＷＧ－ｒｅｓｄｉｍ（Ｍ）．文

献［１０］中定理１讨论了复形的Ｗ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ分解
维数与模的Ｗ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ分解维数之间的关系．

２　定理１的证明

引理１　设Ｘ，Ｙ 是Ｒ－复形．若Ｘ 是Ｗ－Ｇｏｒｅｎ－

ｓｔｅｉｎ复形，Ｙ 具有有限的Ｗ
～
分解维数，则对于任意

ｉ≥１，有ＥｘｔｉＣ（Ｒ）（Ｘ，Ｙ）＝０．
证明　由Ｗ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ复形的定义可知，对于

任意Ｗ∈Ｗ
～
及ｉ≥１，有ＥｘｔｉＣ（Ｒ）（Ｗ，Ｘ）＝ＥｘｔｉＣ（Ｒ）（Ｘ，

Ｗ）＝０．设Ｋ 的Ｗ
～
分解维数为ｎ，则有下列正合序列

０→Ｗｎ→Ｗｎ－１→…→Ｗ１→Ｗ０→Ｙ→０

其中：Ｗｋ∈Ｗ
～
，ｋ＝０，１，…，ｎ．考虑短正合序列０→

Ｋ１→Ｗ０→Ｙ→０．由

０＝ＥｘｔｉＣ（Ｒ）（Ｘ，Ｗ０）→ＥｘｔｉＣ（Ｒ）（Ｘ，Ｙ）→
Ｅｘｔｉ＋１Ｃ（Ｒ）（Ｘ，Ｋ１）→Ｅｘｔｉ＋１Ｃ（Ｒ）（Ｘ，Ｗ０）＝０
可得ＥｘｔｉＣ（Ｒ）（Ｘ，Ｙ）Ｅｘｔｉ＋１Ｃ（Ｒ）（Ｘ，Ｋ１）．以此类

推，通过维数转移可知ＥｘｔｉＣ（Ｒ）（Ｘ，Ｙ）Ｅｘｔ　ｎ＋ｉＣ（Ｒ）（Ｘ，

Ｗｎ）＝０．

定理１的证明　考虑复形的Ｗ
～
分解…→Ｗ１→

Ｗ０→Ｘ→０．令Ｋ１＝Ｋｅｒ（Ｗ０→Ｘ），Ｋｉ＋１＝Ｋｅｒ（Ｋｉ→
Ｋｉ－１）（ｉ≥１）．任意Ｗ复形是Ｗ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ复形，

故由
槇
ＷＧ－ｒｅｓｄｉｍ（Ｘ）＝ｎ可知Ｋｎ∈

槇
ＷＧ．

由Ｗ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ复形的定义，存在正合序列

０→Ｋｎ→Ｖ０→Ｖ１→…，其中Ｖｉ∈Ｗ
～
，且对任意Ｗ∈Ｗ

～
，

用ＨｏｍＣ（Ｒ）（－，Ｗ）和ＨｏｍＣ（Ｒ）（Ｗ，－）作用在该序列
上得到的序列仍然是正合的．令

Ｌ１＝Ｃｏｋｅｒ（Ｇ→Ｖ０），　Ｌｉ＋１＝Ｃｏｋｅｒ（Ｖｉ－１→Ｖｉ）

　　　　　　　　（ｉ≥１）
从而，由 正 合 序 列 ＨｏｍＣ（Ｒ） （Ｖ０，Ｗｎ－１）→

ＨｏｍＣ（Ｒ）（Ｋｎ，Ｗｎ－１）→０可知存在态射ｆ０：Ｖ０→
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Ｗｎ－１及ｇ０：Ｌ１→Ｋｎ－１，使得图２是可交换的．

图２　交换图

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ　ｄｉａｇｒａｍ

　　同理，存在态射ｆ１：Ｖ１→Ｗｎ－２及ｇ１：Ｌ２→Ｋｎ－２，

使得图３是可交换的．

图３　交换图

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ　ｄｉａｇｒａｍ

以此类推，得到图４的交换图．

图４　交换图

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ　ｄｉａｇｒａｍ

　　由图４可以得到一个正合序列，称之为映射锥：

Ｃ＝０→Ｋｎ→ＫｎＶ０→Ｗｎ－１Ｖ１→…→Ｗ１
Ｖｎ－１→Ｗ０Ｌｎ→Ｘ→０．
同时，有正合序列Ｋ＝０→Ｋｎ→Ｋｎ→０→…从而

可以得到复形的正合序列

Ｃ／Ｋ＝０→Ｖ０→Ｗｎ－１Ｖ１→…→Ｗ１Ｖｎ－１→
Ｗ０Ｌｎ→Ｘ→０
令Ｇ＝Ｗ０Ｌｎ，Ｋ＝Ｋｅｒ（Ｗ０Ｌｎ→Ｘ）．显然，

Ｗ
～

－ｒｅｓｄｉｍ（Ｋ）＝ｎ－１．对于任意复形Ｇ′∈
槇
ＷＧ，由引

理１可知Ｅｘｔ１Ｃ（Ｒ）（Ｇ′，Ｋ）＝０，从而ｆ：Ｇ→Ｘ 是 Ｗ－
Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ预覆盖．由于Ｋ 是正合复形，故ｆ是满
的拟同构．
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@ A
: BDC1EGFGHGIDJ1KDLGM1N , OGPGQGRGSGTGUGVGWGXGYDZ , [G\D]G^1HD_

1940–2015 `a`cbedafaga\ , haPaiaj - kalamanaocZ , pcqercsetcuevcwcxzya{| g�B�} , ~�����}�Q�R�S�T�U�������� , ��]�^�H�_�`�b�d�f���������������� ,��������� h�P���������j�����������j�u�Y�Z , ��`�b�d�f�u�����g�j���q� �¡ ,¢�£ C�¤�B�¥�¦�u���§ .

¨�©�ª
: ��}�Q�R�S�T�U ; «�¬�­�® ; `�b�d�f ; ���

¯�°�±�²�³�´�µ�¶�°�·�¸�´�¹ ��º�»�¼�½ , ¾�¿ ³�À�Á�Â ��Ã�Ä�ÅGÆÈÇ�É�Å ¶�Ê�Ë Å ,
¯

°aÌaÍaÎaÏa²aÐ �aÑaÒaÅ , ÓaÔaÕaÖa× ¯a°aÐaØaÙ , Ú ±aÛaÜa°aÝaÞaßaàaáaâaãaä �aåa�aæç
, è ±�é�ê Æìë ê Æìí ê ��î�ï�ð�ñ . ò�ó�ô , Ñ�õ�ö�÷�ø�ù�ú�û���ü�ý�þ�ÿ ,

á�â ö�÷�ø�ù����� Ö�× ¯�°�Ð�Ø�Ù�� ô ������� Ã�����	���
�� . ��
�� , � [1] ��������� µ�Ð���� æ
Ñ�Ò�Ç Ð ����� , ���������������� �!#" � 
�$a� ��% ,

â�&�% ��ö�÷�ø�ù � ô ØaÙ � µ' ô)()*)+),��)-). . / Ø�Ù)0)1)� �)�)� µ�Ð �)+)2 , 3�ü ±)4)5 �)687:9);)< , � [2] = â
î�>�?�@���-�.�A�B ¯a° (C*�+C,a��DCECF�Ó , G�H ��� ¯�°�Ð���� æaÑaÒaÇ Ð �C��� , IJ ���������� �!K" � 
�$�� ��% º ,

â�&�% ��ö�÷�ø�ù ����� ô Ø�Ù�' ô ¯�° ��(�*�Ç��
+�, . L�Ä Ø�Ù�0�1���¯�°�Ð ��M�N�O�+�2 , 3�ü ±�4�5 ��6P7RQ�S�T [3] U ¿ ��V�W�X�Y �
 �Z�ö�÷�ø�ù � Ø�Ù -�.��\[^]�D�_���`�a�b� �Z�¼�c � ö�÷�ø�ù � Ø�Ù�d�e ��f�g , h��&�% ö�÷�ø�ù � Ø�Ù -�.�� Ø�Ù�d�e�i�j Ælk & ö�÷�ø�ù � Ø�Ù -�.�� Ø�Ù�d�e)m�n Æ U ¿o � D)p���ö�÷�ø�ù � Ø�Ù -).�� Ø�Ù�d)e�i)q � 0 û87sr�A)t , � [4] u â)&)% ö�÷�ø�ù �� -�. Ø�Ù ó ¯�°�Ð � ¯�° +�2�H , I â\v�Ð k & .�ô Ø�Ù ó ¯�°�Ð � 4C5 ��6 . w ·�á�âx^y�°�·�z

1940 -2015 ó x^y�{ ó ¯�°�Ð�|�Ù � ç , I â�} 6 - F�Ó�~�D�E�. , A�B���� â
¿ x^y Õ���ó ¯�°�Ð �CDCECF�Ó , ������������ �!K" � 
C$�� �C% , A�B &�% ö�÷�ø�ù �Ø�Ù ���

, � x^y Õ�� 2016 ó���ó ¯�°�Ð���� +�2�Ö�× Ø�Ù ,
Ï�� U���� I â +�2�����6 0��� Å���6���-�. , � 2016 ó���ó ¯�°�Ð�4�5 ��6�Ö�× Ø�Ù .

�������
: 2016-06-21�������
: ����������������� (2015A-181)
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1 ©«ª«¬«­«®«¯«°«±«²«³µ´«¶µ·
1.1 ¸�¹�º�»�¼�½�¾�¿ [5]

À
{Xn, n ≥ 0}

� Ñ�Ò Ì�Í , I
��Á +�2�Â�Ã , Ä ��Å�Æ ��Ç�� n ≥ 0

¶ Å�Æ � i0, i1, · · · ,

in+1 ∈ I ,
Á ÂÉÈÉÊÉËÉÌ

P{Xn+1 = in+1|X0 = i0, X1 = i1, · · · , Xn = in}=P{Xn+1 =

in+1|Xn = in}, Í�Î {Xn, n ≥ 0}
� ö�÷�ø�ù � .

1.2 Ï�Ð�Ñ�Ò�Ó�Ô [5]

∀i, j ∈ I , Î pij (n) = P {Xn+1 = j |Xn = i}
� ö�÷�ø�ù � {Xn, n ≥ 0}

Ï
n Õ�Ö���N�×Ø�Ù È�Ê

. Ú Ø�Ù È�Ê pij(n) 	�Õ�Ö n Û�
�Õ , Î � ö�÷�ø�ù � ��Ü�m � .â
P Ý�Þ�N�× Ø�Ù È�Ê pij

��ß�à ��á�â , ã

P =

















p11 p12 · · · p1j · · ·

p21

· · ·

pi1

p22 · · ·

· · · · · ·

pi2 · · ·

p2j · · ·

· · · · · ·

pij · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·

















Î P
� N�× Ø�Ù È�Ê á�â .

∀i, j ∈ I, k ≥ 1, p
(k)
ij = P{Xm+k = j|Xm = i}

� ö�÷�ø�ù � {Xn, n ≥ 0} � k × Ø�Ù ÈÊ
, ��Î P (k) = (p

(k)
ij )
� ö�÷�ø�ù � � k × Ø�Ù á�â .

ü�ä Y�å Á�Ë�Ì ��æ�ç�O�Å�è :

1) p
(k)
ij ≥ 0 7

2)
∑

j∈I

p
(k)
ij = 1.

Ú k = 1 Õ , p
(1)
ij = pij , P (1) ã � N�× Ø�Ù È�Ê á�â P .

1.3 é�ê�¸�¹�º�»�ë�ì�í�î�½�ï�ð�ñ�ò
1) W�ó >�ô } 6 x

¶�} -�~ s, A�B�D�E�F�Ó (
� Ú�¿�Ô Ü ö�÷�ø�ù � ��+�2�Â�Ã ).

2) õ “1)”
� A�B���D�E�F�Ó , Ô Ü >�ô ¹  �O�Õ�ö ��� ��+�2 .

3) � ó ¯�°�Ð +�2�>�ô�Ö�×�ö\÷�Å�ø Y .

4) W�ó ¯�° >�ô� �!K" � 
�$�� rk ,

rk =
n−k
∑

i=1

(xi − x)(xi+k − x)/
n

∑

i=1

(xi − x)2

ù ¹ûú
rk— ü k ! ( ý�Õ � k) " � 
�$��P7 xi— ü i Õ�ö���ó ¯�°�Ð 7 x— Ã�ó�þ } 6P7 n—

Õ�Ã�ÿ e .

5) �  �!K" � 
�$������C� . wk = |rk| /
m
∑

k=1

|rk |,
ù ¹ûú

m—
Ø�Ù Õ���» W�ó � � i�²

!�� , m
J 6 � 5.

6) � 2)
ù � h ��0�1 Ö�× V�W , h � ü�L�×�ÿ���ö\÷ Ø�Ù á�â , � Ü ��ó ¯�°�Ð +�2 ØÙ Ì�Í�¹ � È�Ê .�Í .

7) D��)�����) " ��ó ¯�°�Ð)����� +)2 ,
0)�)Á)� = �)+)2 Ø)Ù á)â)ã�ø Ø�Ù ��	)Õ

ö ¯�°�Ð ��+�2 È�Ê p
(k)
i ,
Á�¹

i
� +�2 , k

� ×�ÿ (k = 1, 2, · · · , m).



24 � 
���
 : ���������������������������������� ¢�!�" 289

8) # L N + 2%$  Ø Ù È Ê & % ¶%&)� ó ¯ °�Ð � ¿%	)+ 2�$ Ø�Ù È)Ê , ã pi =
m
∑

i=1

wip
(k)
i ,

Í max {pi, i ∈ I}(I
�)Á +)2)Â)Ã )

� � = $ i ã � 	)Õ)ö ¯�°�Ð $ Ø�Ù +)2 . '�º Ê � � ×(
, ø�Ö�×�æ�Õ�ö�ð�F�6�+�2�$ Ø�Ù .

9) » Ø�Ù ð�F�6�$ 4�5�) 6 , ø�I â +�2�����6 0���� Å���6�$�-�.�*���+�ý [3].
4�5

+aý-,Cæ ú�. ó hC+C2C�C�C6 µ =
∑

j∈I

jβpj ,
Ác¹

β > 0
�-/ Ça¼a½ . 0-1-2-3Cæ i ≤ µ <

i + 1,
À-4-5 $-6-7 i $-8-9-:-;-< a, =-;-< b, >-?-@-A-$-B-C-D x E-F-:-;-G-H-I-J

x = a + (−1)k(µ− i)(b− a).K E�F�=�;�G�H�I�J x = b− (−1)k(i + 1− µ)(b− a), LNM
k =

{

0, 6�7�D�O�P�Q�B�C�D�O�P�R�S
1, T�> .

10) E�U�R�V 4�W�X�Y E�Z�[�\�]�^ ( _�`�acbed�f�g�h�i ) U�j�g�k .

2 lnmnonpnqnrnsntnunvxwnyxzn{x|x}n~��c�x�x�
2.1 �����������������������������4�������� \�g�� , 1�F���G�����F���D - C�����g���G [1]. � ��������  < X1, X2,

· · · , Xn, ¡�¢���D�< x, ¡�¢�C�����< s =

√

1
n−1

n
∑

i=1

(xi − x)2, £�¤�¥���R�¦�§�¨�© ��  ( ¨
©�ª�«�\�¬ 4 D�­ ��® i � 0.2), >�E�¯�°�±�²���³�´�µ�g�h�\ ��  .

� � , E�¶�· ����� B
C�D���T�¸�¹ (−∞, x−1.1s) b (x−1.1s, x−0.5s) b (x−0.5s, x+0.5s) b (x+0.5s, x+1.1s) b (x+

1.1s, +∞) º , »�¼�· ����� g�<�½ � ·cb¿¾�½�·cb¿d � ·Àb¿¾�Á�·-Â�Á � · 5 ¦�6�7 (̈�Ã��Ä�Å�X�Y E�Z�[�\�6�7�Æ�9 ).Ç�ÈNÉËÊ�Ì���Í�Î�Ï H�« È ( Ð 2), F Eviews « È g�k�Ñ�Ò�Ó�Ô�L�Õ ��Ö , <�d�f�Õ�9�� 
(
Ö

1).

×
1 Ø�Ù�Ú�Û�Ü ×ÉËÊ�Ì

1940–2015 · ������  \���D�Ý�������Þ�¾�ß�H�DNàË:�á�H�I�J�âÀã
x =

1

n

n
∑

i=1

xi = 473.1mm, s =

√

√

√

√

1

n− 1

n
∑

i=1

(xi − x)2 = 80.4mm

ä�å
, ¡�¢�D�æ�¯���D x Õ�ç�1 , è�­ � x è�é , è�ê � x è�ë . ì�½ � ·cbí¾�½�·cbíd� ·cbe¾�Á�·�Â�Á � · 5 ¦�6�7�< I={1, 2, 3, 4, 5}, ¼�6�7 4�5 \ ����� 8�9�î�Ð 1.
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ú�È Ð 1 MË\�g���C�� 4NÉËÊ�û 8 1940−2015 · ����� U�j�g�� , ü�¤�£�Ð 2 ý�þ .

2.2 ÿ��������������	�
���� ��T�
�� X�Y E�Z�a���� 5 F X�Y E�Z�����\���?���� . ������� ��  \X�� [�E�F χ2
Ï H ��� ��� . �

1 ���� �!�"�#
�

$�% &�' (�&�)�* Ø�Ù�Ú�+�, /mm

1 -�Ù�. x < x − 1.1s x < 384.7

2 /�-�. x − 1.1s ≤ x < x − 0.5s 384.7 ≤ x < 432.9

3 0�Ù�. x − 0.5s ≤ x < x + 0.5s 432.9 ≤ x < 513.3

4 /�1�. x + 0.5s ≤ x < x + 1.1s 513.3 ≤ x < 561.5

5 1�Ù�. x ≥ x + 1.1s x ≥ 561.5�
2 2�3�4���5�6��� �!

.�7 Ø�Ù�Ú (mm)
$�%�8�& .�7 Ø�Ù�Ú (mm)

$�%�8�& .�7 Ø�Ù�Ú (mm)
$�%�8�&

1940 668.5 5 1966 379.7 1 1992 570.7 5

1941 473.6 3 1967 547.0 4 1993 587.8 5

1942 441.6 3 1968 532.9 4 1994 369.1 1

1943 588.4 5 1969 462.0 3 1995 433.3 3

1944 517.6 4 1970 411.9 2 1996 351.8 1

1945 519.1 4 1971 373.9 1 1997 270.1 1

1946 560.9 4 1972 428.8 2 1998 464.4 3

1947 620.7 5 1973 482.1 3 1999 392.6 2

1948 432.4 2 1974 415.1 2 2000 445.8 3

1949 574.2 5 1975 536.7 4 2001 370.3 1

1950 458.5 3 1976 385.2 2 2002 410.6 2

1951 487.4 3 1977 412.2 2 2003 493.3 3

1952 511.9 3 1978 566.3 5 2004 394.7 2

1953 423.5 2 1979 375.4 1 2005 402.3 2

1954 528.7 4 1980 540.0 4 2006 372.0 1

1955 433.7 3 1981 448.7 3 2007 443.9 3

1956 492.3 3 1982 463.6 3 2008 474.9 3

1957 452.4 3 1983 457.8 3 2009 470.7 3

1958 549.5 4 1984 684.5 5 2010 331.9 1

1959 441.3 3 1985 523.8 4 2011 529.0 4

1960 508.5 3 1986 357.3 1 2012 399.1 2

1961 484.1 3 1987 429.7 2 2013 588.1 5

1962 487.2 3 1988 609.8 5 2014 446.0 3

1963 459.6 3 1989 474.1 3 2015 526.5 4

1964 565.2 5 1990 593.0 5

1965 456.4 3 1991 387.9 2

à:9�;�<�=�>�E�= ,
Ï H � χ2 = 2

m
∑

i=1

m
∑

j=1

fij

∣

∣

∣
ln

pij

p•j

∣

∣

∣ ?�@BA à:C�< (m− 1)2 \ χ2 g�h ,
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LNM fij < ��������  M @ i 6�7�R�V�Y�Z�[ j 6�7�\�Y�Z�\�; , pij < ��������  M @ i 6
7�R�V�Y�Z�[ j 6�7�\�Y�Z�9�; , p•j =

m
∑

i=1

fij/
m
∑

i=1

m
∑

j=1

fij <�]�^�9�; . àËÐ 2 ��_�\�« È E
I�JÀã

(fij)5×5 =

















1 3 3 3 0

2 2 3 2 5

4 5 13 2 4

1 2 4 3 1

2 2 5 2 1

















, (pij)5×5 =

















1/10 3/10 3/10 3/10 0

2/14 2/14 3/14 2/14 5/14

4/28 5/28 13/28 2/28 4/28

1/11 2/11 4/11 3/11 1/11

2/12 2/12 5/12 2/12 1/12

















.

�
3 `�a�b�c

�
$�%

1 2 3 4 5

p•j 10/75 14/75 28/75 11/75 12/75�
4 d�e�! χ2 = 2

5
∑

i=1

5
∑

j=1

fij

∣

∣

∣
ln

pij

p
•j

∣

∣

∣
e�f
�

$�%
fi1

∣

∣

∣ln pi1

p•1

∣

∣

∣ fi2

∣

∣

∣ln pi2

p•2

∣

∣

∣ fi3

∣

∣

∣ln pi3

p•3

∣

∣

∣ fi4

∣

∣

∣ln pi4

p•4

∣

∣

∣ fi5

∣

∣

∣ln pi5

p•5

∣

∣

∣ g�h
1 0.2877 1.4234 0.6561 2.1469 0 4.5141

2 0.1380 0.5350 1.6655 0.0526 4.0148 6.4059

3 0.2760 0.2217 2.8344 1.4389 0.4533 5.2243

4 0.3830 0.0526 0.1053 1.8609 0.5653 2.9671

5 0.4463 0.2267 0.5491 0.2557 0.6523 2.1301

21.2415

H�I�J χ2 = 2 × 21.2415 = 42.483. i Å ä�j a � d α=0.05, k�Ð�JÀã χ2
α(16) = 26.296,

à � χ2 > χ2
α((m− 1)2), l�· �������� �m�n�X�� a .

2.3 o�p�����q�r�s�t�u:v�w�x��
à:y�áÀã rk =

n−k
∑

i=1

(xi − x)(xi+k − x)/
n
∑

i=1

(xi − x)2, k = 1, 2, 3, 4, 5
®�z F Eviews « È g

k�Ñ�Ò�H�I�J�¼�{ A ¨�©�ª�«�< (
Ö

2).

×
2 |�}�~�������ï���/�~��Q����ï ×
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r1 = −0.014, r2 = 0.142, r3 = 0.147, r4 = 0.164, r5 = 0.171.

z F�y-á ã wk = |rk| /
m
∑

k=1

|rk |,
4 ¼�{ A ¨-©-ª-«������ J�[�� µ�� Õ ( V�� ) \����

w1 = 0.022, w2 = 0.223, w3 = 0.230, w4 = 0.257, w5 = 0.268.

2.4 o�p����������������������Ç�È · ����� ý���\�6�7 ,
z F MATLAB Ñ�Ò�H�I���µ�V���\ X�Y E�Z�[�\�6�7�9�;Y�Z����Àã

P
(1) =

















0.1000 0.3000 0.3000 0.3000 0

0.1429 0.1429 0.2143 0.1429 0.3571

0.1429 0.1786 0.4643 0.0714 0.1429

0.0909 0.1818 0.3636 0.2727 0.0909

0.1667 0.1667 0.4167 0.1667 0.0833

















P
(2) =

















0.1230 0.1810 0.3427 0.1761 0.1773

0.1378 0.1870 0.3737 0.1771 0.1244

0.1364 0.1881 0.3822 0.1448 0.1485

0.1270 0.1829 0.3721 0.1688 0.1493

0.1290 0.1924 0.3745 0.1629 0.1411

















P
(3) =

















0.1327 0.1855 0.3727 0.1648 0.1444

0.1307 0.1877 0.3711 0.1638 0.1466

0.1330 0.1871 0.3732 0.1593 0.1473

0.1322 0.1862 0.3736 0.1617 0.1463

0.1322 0.1862 0.3719 0.1609 0.1488

















P
(4) =

















0.1320 0.1869 0.3727 0.1619 0.1465

0.1322 0.1865 0.3724 0.1616 0.1472

0.1324 0.1868 0.3726 0.1613 0.1469

0.1323 0.1868 0.3728 0.1614 0.1468

0.1324 0.1867 0.3727 0.1615 0.1467

















P
(5) =

















0.1323 0.1867 0.3726 0.1615 0.1469

0.1323 0.1867 0.3727 0.1615 0.1468

0.1323 0.1868 0.3726 0.1615 0.1469

0.1323 0.1867 0.3726 0.1615 0.1469

0.1323 0.1868 0.3726 0.1615 0.1468

















2.5 ������������ �¡�¢������£
2014 · ����� 6�7�Ý�«�D .

Ç�È É Ê�Ì
2009-2013 ·�¤�·�\�¥�A ����� «�D�Ý�L�¨5 \�6�7�Y�Z�9�;���� , ü���=�¦�H�I�ý�J�\ X�Y E�Z�[�\�� 5 {�����D wk(k = 1, 2, 3, 4, 5),4

2014 · ����� U�j�@�A ��£ , L�ü�¤�î�Ð 5.�
5 2014 ���� �§�¨�©�ª�«�¬

­�® . $�% ¯ Û I�° 2014 .�|�Ø�Ù $�%�±�²
1 2 3 4 5

2013 5 1 0.022 0.1667 0.1667 0.4167 0.1667 0.0833

2012 2 2 0.223 0.1378 0.1870 0.3737 0.1771 0.1244

2011 4 3 0.230 0.1322 0.1862 0.3736 0.1617 0.1463

2010 1 4 0.257 0.1320 0.1869 0.3727 0.1619 0.1465

2009 3 5 0.268 0.1323 0.1868 0.3726 0.1615 0.1469

pi =
5

∑

i=1

wip
(k)

i 0.1342 0.1863 0.3741 0.1652 0.1402

àË=�Ð�= max(pi) = 0.3741, ³�Õ i = 3. ´ 2014 · ����� @�A�6�7�< 3, µ 2014 · �����¶ ^�6�7 K < 3, Â�@�A�6�7�¨�·�� .

U-R-V-�-F-6-7-]-^-D-ü���¸-a�¹-D-\-�-G�º�»�¼�½ .
4-��¾�¿�À�Á

β = 1.03, àÂy-á
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µ =
∑

j∈I

jβpj Ã J�6�7�]�^�D�< 3.0991(i ≤ µ < i + 1). F�:�;�G�H�I�y�á Ã J
x = a + (−1)k(µ− i)(b− a) = 432.9 + 0.0991(80.4) = 440.87mm(k = 0)

³�D�Q ¶ ^�D 446mm \�¨ 4�Ä ��Å�< 1.15%, Q ¶ ^�D�Æ�¢�·�� .��£
2015 · ����� 6�7�Ý�«�D .

Ç�ÈNÉËÊ�Ì
2010–2014 ·�¤�·�\�¥�A ����� «-D-Ý�L

¨ 5 \�6�7�Y�Z�9�;���� , Ç�F�H�I�ý�J�\ X�Y E-Z�[-\�� 5 {�����D wk(k = 1, 2, 3, 4, 5),4
2015 · ����� U�j�@�A ��£ , L�ü�¤�î�Ð 6.�

6 2015 ���� �§�¨�©�ª�«�¬­�® . $�% ¯ Û I�° 2015 .�|�Ø�Ù $�%�±�²
1 2 3 4 5

2014 3 1 0.022 0.1429 0.1786 0.4643 0.0714 0.1429

2013 5 2 0.223 0.1290 0.1924 0.3745 0.1629 0.1411

2012 2 3 0.230 0.1307 0.1877 0.3711 0.1638 0.1466

2011 4 4 0.257 0.1323 0.1868 0.3728 0.1614 0.1468

2010 1 5 0.268 0.1323 0.1867 0.3726 0.1615 0.1469

pi =
5

∑

i=1

wip
(k)

i 0.1314 0.1880 0.3747 0.1603 0.1454

àËÐ 6 = max(pi) = 0.3747, ³�Õ i = 3. ´ 2015 · ����� @�A�6�7�< 3, µ 2015 · �����¶ ^�6�7�< 4.

U R V � F 6 7 ] ^ D üÈ�È¸ aÈ¹ D \ � G ,
4 �È¾È¿ÈÀÈÁ

β = 1.03, à�y á µ =
∑

j∈I

jβpj Ã J�6�7�]�^�D�< 3.1085(i ≤ µ < i + 1). F�:�;�G�H�I�y�á Ã J x = a + (−1)k(µ−

i)(b− a) = 432.9 + 0.1085(80.4) = 441.62mm.

à:³�E�î , É å ��� 6�7���
�� , Ê�@�A�D 441.62mm Q ¶ ^�D 526.5mm \�¨ 4�Ä ��<
16.12%, Q ¶ ^�D�Ë�·�� ( R�Ì�Í�<�¨�Î Ä � < 20% Ï���Ð�Ñ m�Ò \�@�A�ü�¤ ), Ó�Ô W ��G
¹�@�ANM:��Õ ����� MË��E�j�\ .

2.6 ����Ö�×�Ø�Ù�Ú���Û������
F 2011–2015 ·�¤�·�\ ����� «�D�Ý�L�¨ 5 \�6�7�Y�Z�9�;���� , ü���=�¦�H�I�ý�J�\X�Y E�Z�[�\�� 5 {�����D wk(k = 1, 2, 3, 4, 5), Î É Ê�û 8 2016 · ����� U�j�@�A , L�ü�¤

î�Ð 7. �
7 2016 ���� �§�¨�©�ª�«�¬­�® . $�% ¯ Û I�° 2016 .�|�Ø�Ù $�%�±�²

1 2 3 4 5

2015 4 1 0.022 0.0909 0.1818 0.3636 0.2727 0.0909

2014 3 2 0.223 0.1364 0.1881 0.3822 0.1448 0.1485

2013 5 3 0.230 0.1322 0.1862 0.3719 0.1609 0.1488

2012 2 4 0.257 0.1322 0.1865 0.3724 0.1616 0.1472

2011 4 5 0.268 0.1323 0.1867 0.3726 0.1615 0.1469

pi =
5

∑

i=1

wip
(k)

i 0.1323 0.1867 0.3743 0.1601 0.1465

àË=�Ð�= max(pi) = 0.3743, ³�Õ i = 3. ´ 2016 · ����� @�A�6�7�< 3.
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Î ��¾�¿�À�Á β = 1.03, àÂy-á µ =
∑

j∈I

jβpj Ã J-6-7-]-^-D-< 3.1108. F-:-;-G-H-I
y�á Ã J x = x + (−1)k(µ− i)(x− x) = 432.9 + 0.1108(80.4) = 441.8mm.

´ ÉËÊ�û 8 2016 · ����� @�A�D�< 441.8mm, Ü�Ý � d � · .

3 Þàß
¢ Í Ç�F ÉËÊ�û 8 1940–2015 · ������á�â , ��F���D - C�����g���G�Î ����� « È��  U�j�g�� , ã�»�������\�¼�{ A ¨�©�ª�«�<�� , ä�´�å�P�� X�Y E�Z�[�@�A���� , � ����£W ����¹ ����� ý���6�7�\�@�ANM � Ä ;�Ë�æ . ¹�³�Æ�ç�=�U�R�V���F�6�7�]�^�D�ü���¸�a

¹-D-\-�-G , Î-· �-�-��è�é «-D-U-j-@-A , ¨�Î Ä �-¹�Ñ�ê�ë-_�Í-E-\��íì-º . � � @-A ,ÉËÊ�û 8 ����� ¹�î � ·Nº:Ý � d � · ,
��� ç�� , ï�ð ��� Q�ñ�·�d���ò�ó�¨�Ã , E�»�ê�¦ô�õ�ö�÷ ²�ø ,

÷�ù Á�ú�\�9�;�Ë�ê .
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Prediction of Precipitation Based on the Weighted

Markov Chain in Longnan Area

WANG Sheng-qing

(College of Mathematics and Information Technology, Longnan Teachers College, Longnan 742500, China)

Abstract: In order to guide agricultural production better, this paper applies the theory

and methods of the Markov chain, according to the Longnan area annual rainfall datas from

1940 to 2015, the mean standard deviation method is used to standardize the slf correlation

coefficients as weighs, a weighted Markov chain prediction model is established to forecast the

annual rainfall of Longnan area. On this basis, it uses the eigenvalue and linear interpolation

to analyze the concrete value of annual rainfall, a satisfactory result has been got.

Keywords: weighted Markov chain; transfer matrix; annual precipitation; prediction
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ｎｕｍｂｅｒｓ，ｉｔｓ　ｇｅｎｅｒａｌ　ｔｅｒｍ　ｆｏｒｍｕｌａ　ｃａｎ　ｂｅ　ｏｂｔａｉｎｅｄ　ｂｙ　ｕｓｉｎｇ　ａｎａｌｙｔｉｃ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ｏｎ（－∞，＋∞）．
Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ｓｅｑｕｅｎｃｅ　ｏｆ　ｒｅａｌ　ｎｕｍｂｅｒｓ；ｍｏｎｏｔｏｎｉｃａｌｌｙ　ｂｏｕｎｄｅｄ　ｓｅｑｕｅｎｃｅ；ｆｏｒｍｕｌａｓ　ｏｆ　ｇｅｎｅｒａｌ　ｔｅｒｍｓ

０　引言

在中学数学中，常常给定一个数列所满足的关
系式，要求写出该数列的通项公式．受这类问题的
启发，本文提出一个更加一般性的问题：
问题１　对任意实数序列ｌ＝｛ａｎ｝Ｎｎ＝１（Ｎ≤

＋∞），能否给出ｌ的通项公式？
要回答这个问题，我们首先需要澄清一些基本

概念．
定义１　一个数列ｌ是指定义在一个可数有序

集Ｓ上的一个实值函数ｆ（ｎ）（ｎ∈Ｓ），很多情况下
这个有序集合就取自然数集的一个子集［１－２］．
不失一般性，不妨取

Ｓ＝ ｛ｎ∈Ｎ：１≤ｎ≤Ｎ｝，
此处Ｎ≤＋∞．若Ｎ＜＋∞，则称数列ｌ为有穷数
列，否则称为无穷数列．为方便起见，常常记ａｎ
＝ｆ（ｎ），从而可将一个数列ｌ写成常见形式ｌ＝

｛ａｎ｝Ｎｎ＝１（Ｎ≤＋∞）．如此一来，上述问题就变得比
较明确了，给出所谓通项公式，其实就是要明确函
数关系ｆ．于是一个等价的提法是：已知函数ｆ的
所有函数值

ｆ（ｎ）＝ａｎ，１≤ｎ≤Ｎ ≤＋∞， （１）
能否给出函数ｆ的表达式？这样一来问题似乎又
显得有点平凡，因为理论上（１）式本身就可以看成
是函数ｆ的一个表达式，但是如果将函数ｆ限定
在某个特定的函数类中，问题就有点不平凡了．事
实上，回答这个看似简单的问题，其难度远远超出
我们的预料．本文将紧紧围绕这一问题进行深入探
讨．

１　主要结果

在一个特定的函数类中寻找给定数列的通项公

式，其更为严格的数学描述如下：
问题２　任给数列ｌ＝｛ａｎ｝Ｎｎ＝１（Ｎ≤＋∞）和函

７１
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数族Ｆ，是否存在ｆ∈Ｆ使得（１）式成立？
解答问题２的关键在于函数族Ｆ的选取．

１．１　连续函数族和连续可微函数族的情形
先在连续函数族中考虑这一问题，此时可取Ｆ

＝Ｃ［０，＋∞），我们有
定理１　对任一数列ｌ＝｛ａｎ｝Ｎｎ＝１（Ｎ≤＋∞），

存在ｆ∈Ｆ，使得ａｎ＝ｆ（ｎ）．
证明　只考虑Ｎ＝＋∞，即ｌ是无穷数列的情

形．为方便起见，补充ａ０＝０，定义函数

ｆ（ｘ）＝

ａｎ，ｘ∈ ｎ－１４
，ｎ＋（ ）１４ ，

ａｎ＋２（ａｎ＋１－ａｎ）ｘ－ ｎ＋（ ）［ ］１
４

，

　　ｘ∈ ｎ＋１４
，ｎ　＋［ ］３４

烅

烄

烆
，

（２）

ｎ＝０，１，２，…，则ｆ（ｘ）即为所求．

事实上，对每个ｎ，ｆ （在开区间 ｎ－１４
，ｎ＋ ）１４

［和闭区间 ｎ＋１４
，ｎ＋ ］３４ 上分别连续．在端点ｘ＝

ｎ＋１４
处，由ｆ的表达式有

ｆ　ｎ＋（ ）１４ ＝ａｎ ＝ ｌｉｍ
ｘ→ ｎ＋（ ）１４ －

ｆ（ｘ）；

在端点ｘ＝ｎ＋３４
处，有

ｆ　ｎ＋（ ）３４ ＝ａｎ＋２（ａｎ＋１－ａｎ）·１２ ＝

　　ａｎ＋１ ＝ ｌｉｍ
ｘ→ ｎ＋（ ）３４ ＋

ｆ（ｘ）．

由此可知ｆ在（２）式中区间的每一个端点处连续，
从而ｆ∈Ｆ．易见ｆ（ｎ）＝ａｎ（１≤ｎ＜＋∞）．　　】
既然任何一个数列都可以通过连续函数给出通

项公式，我们自然进一步要问：对任意数列ｌ＝
｛ａｎ｝Ｎｎ＝１（Ｎ≤＋∞），是否存在连续可微的实值函数

ｆ使得（１）式成立？回答是肯定的．事实上，只要
我们对（２）式中的函数ｆ进行适当的磨光，就可
以得到满足条件的光滑函数．
　　定理２　对任意数列ｌ＝｛ａｎ｝Ｎｎ＝１（Ｎ≤＋∞），
存在［０，＋∞）上任意次连续可微的函数ｇ，使得ａｎ
＝ｇ（ｎ）．

证明　固定一个正数ε满足ε＜１１６．
令

η（ｘ）＝
１
α
ｅ

１
｜ｘ｜２－ε２ ， ｘ ＜ε，

０， ｘ ≥ε
烅
烄

烆 ，

其中α＝∫
ε

－ε
ｅ

１
｜ｘ｜２－ε２　ｄｘ． 容易验证η是Ｒ上任意次

连续可微的函数，且

∫
＋∞

∞
η（ｘ）ｄｘ＝１，η（ｘ）≡０（ｘ ≥ε）．

设ｆ（ｘ）是由（２）式所定义的函数，对ｘ＜０，补充
定义ｆ（ｘ）＝０，则ｆ（ｘ）是（－∞，＋∞）上的连续函
数．令

ｇ（ｘ）＝∫
＋∞

－∞
η（ｘ－ｙ）ｆ（ｙ）ｄｙ，

我们证明ｇ（ｘ）即为所求．
由η的定义，有η（ｘ）＝０（ｘ ≥ε），从而对任

意ｋ≥０，有η
（ｋ）（ｘ）＝０（ｘ ≥ε），于是若 ｙ－ｘ

≥ε，则

η
（ｋ）（ｘ－ｙ）＝０，ｋ＝０，１，２，…． （３）

所以对任意有界区间Ｉ＝［ａ，ｂ］，当ｘ∈Ｉ时，我们
有

∫
＋∞

－∞

ｄｋ

ｄｘｋη
（ｘ－ｙ）ｆ（ｙ）ｄｙ＝

　　∫
ｂ＋ε

ａ－ε

ｄｋ

ｄｘｋη
（ｘ－ｙ）ｆ（ｙ）ｄｙ． （４）

　　（４）式左端作为含参量ｘ的积分关于ｘ∈Ｉ一
致收敛，由数学分析知识［３－４］可知，ｇ在Ｉ上任意
次连续可微，再由Ｉ的任意性可知，ｇ是（－∞，

＋∞）上任意次连续可微的函数．

若ｘ ［∈ ｎ－ １１６，ｎ＋ １ ］１６
（ｎ＝１，２，…），则由

（４）式可知

ｇ（ｘ）＝∫
＋∞

－∞
η（ｘ－ｙ）ｆ（ｙ）ｄｙ＝

　　∫
ｎ＋ １１６＋ε

ｎ－ １１６－ε
η（ｘ－ｙ）ｆ（ｙ）ｄｙ．

注意到

ｎ－ １
１６－ε

，ｎ＋ １
１６＋［ ］ε  ｎ－１８

，ｎ　＋［ ］１８ ，

则由上式和函数ｆ（ｘ）的定义，我们有

ｇ（ｘ）＝∫
ｎ＋ １１６＋ε

ｎ－ １１６－ε
η（ｘ－ｙ）ａｎｄｙ＝

　　ａｎ∫
ｎ＋ １１６＋ε

ｎ－ １１６－ε
η（ｘ－ｙ）ｄｙ＝ａｎ．

特别地，ｇ（ｎ）＝ａｎ，所以ｇ满足要求．　　】
注１：定理２的证明用到了偏微分方程理论中经典的

“磨光技术”［５］．

１．２　解析函数族的情形
由定理１和定理２可知，对任意数列ｌ＝

｛ａｎ｝Ｎｎ＝１（Ｎ≤＋∞），都存在一个定义在［０，＋∞）上

８１
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的连续可微函数ｆ（ｘ），使得ａｎ＝ｆ（ｎ）．然而我们
更关心ｆ（ｘ）是初等函数的情形，也就是说，是否
可以用初等函数给出任意数列的通项公式？如果这

个问题的答案是肯定的，那么通项公式的问题至少
在理论上获得了一个满意的解答．但非常遗憾的
是，我们即举不出反例，也不能给出肯定的答复．
退一步看，一个有意思的问题是，若代之以初等函
数类，我们是否可以用解析函数（即可以展开为幂
级数或直接由幂级数所定义的函数）给出数列的通
项公式？

若Ｎ＜＋∞，即ｌ是有穷数列，则上述问题的
回答是肯定的，此时令

ｆ（ｘ）＝∑
Ｎ

ｍ＝１
ａ （ｍ ∏ｋ≠ｍ ｘ－ｋｍ－ ）ｋ ，

则ｆ（ｘ）为多项式，且

ｆ（ｎ）＝∑
Ｎ

ｍ＝１
ａ （ｍ ∏ｋ≠ｍ ｎ－ｋｍ－ ）ｋ ＝ａｎ，

从而ｆ（ｘ）给出了数列的通项公式．
但当 Ｎ＝＋∞时，问题要困难得多，我们至

今没有一般性的结论．不过对于单调数列，我们仍
然获得了一个有意思的结果．
定义２　数列ｌ＝｛ａｎ｝Ｎｎ＝１（Ｎ≤＋∞）称为单调

递减的，若对任意的ｎ：１≤ｎ≤Ｎ，均有ａｎ≥ａｎ＋１．
类似可定义单调递增数列．
对任一数列ｌ＝｛ａｎ｝Ｎｎ＝１（Ｎ≤＋∞）（见定理１），

由于存在［０，＋∞）上的连续函数ｆ（ｘ）使得ｆ（ｎ）＝
ａｎ，因此其单调性可以通过连续函数给出定义，即
有：
数列ｌ称为单调递减的，若存在［０，＋∞）上的

连续函数ｆ（ｘ）使得ｆ（ｎ）＝ａｎ，且

ｆ（ｎ）≥ｆ（ｎ＋１）， １≤ｎ≤Ｎ． （５）

　　另一方面，若函数ｆ（ｘ）满足条件（５），则很
容易构造［０，＋∞）上一个新的单调递减的连续函数

ｇ（ｘ）使得ｇ（ｎ）＝ｆ（ｎ）（１≤ｎ≤Ｎ），因此数列ｌ的
单调性又可以直接用单调函数来定义．
定义３　数列ｌ称为单调递减的，若存在

［０，＋∞）上的单调递减的连续函数ｇ（ｘ），使得

ｇ（ｎ）＝ａｎ（１≤ｎ≤Ｎ）．
定理３　设数列ｌ＝｛ａｎ｝Ｎｎ＝１（Ｎ≤＋∞）单调有

界，则存在（－∞，＋∞）上的解析函数ｆ（ｘ），使得

ｆ（ｎ）＝ａｎ（ｎ＝１，２，…）．
证明　（ｉ）首先考虑数列ｌ单调递减且ｌｉｍ

ｎ→∞
ａｎ

＝０的情形．

我们从函数ｓｉｎπｘ的幂级数表示

ｓｉｎπｘ＝∑
∞

ｋ＝１

（－１）ｋ＋１
（πｘ）２ｋ－１
（２ｋ－１）！

（６）

入手．由 Ｅｕｌｅｒ对正弦函数的无穷乘积表示［６－７］，

有

ｓｉｎπｘ＝πｘ∏
∞

ｋ＝１
１－ｘ

２

ｋ（ ）２ ，

从而

∑
∞

ｋ＝０

（－１）ｋ
（πｘ）２ｋ
（２ｋ＋１）！＝∏

∞

ｋ＝１
１－ｘ

２

ｋ（ ）２ ．（７）

上式右边的无穷乘积在［０，＋∞）上是收敛的，且

π２ｋ
（２ｋ＋１）！＝ ∑

１≤ｊ１＜…＜ｊｋ

１
ｊ２１…ｊ２ｋ

． （８）

令

φｎ（ｘ）＝
ｎｓｉｎπｘ
πｘ（ｘ－ｎ）

，ｎ＝１，２，…， （９）

则

φｎ（０）＝ｌｉｍｘ→０φｎ
（ｘ）＝－１，

φｎ（ｎ）＝ｌｉｍｘ→ｎφｎ
（ｘ）＝ （－１）ｎ．

此外，我们有

φｎ（ｍ）＝０，ｍ≠ｎ．
将（６）式代入（９）式，有

φｎ（ｘ）＝－ １＋ｘ（ ）ｎ ∏
∞

ｋ＝１，ｋ≠ｎ
１－ｘ

２

ｋ（ ）２ ， （１０）

将（１０）式右边的无穷乘积展开，可得

φｎ（ｘ）＝－ １＋ｘ（ ）ｎ ∑
∞

ｋ＝０

（－１）ｋｃｋｎｘ２ｋ， （１１）

其中

ｃ０ｎ ＝１，ｃｋｎ ＝ ∑
１≤ｊ１＜…＜ｊｋ

ｊｉ≠ｎ

１
ｊ２１…ｊ２ｋ

，ｋ≥１．（１２）

分别比较（７）和（１０）式以及（８）和（１２）式可知，
（１０）和（１１）式右边在［０，＋∞）上均收敛．令

ｆｎ（ｘ）＝ （－１）ｎａｎφｎ（ｘ），

ｆ（ｘ）＝∑
∞

ｎ＝１
ｆｎ（ｘ）， （１３）

则

ｆ（ｘ）＝

　　∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎａｎ － １＋ｘ（ ）［ ］ｎ ∑
∞

ｋ＝０

（－１）ｋｃｋｎｘ２ｋ ＝

　　－∑
∞

ｎ＝１
∑
∞

ｋ＝０

（－１）ｋ＋ｎａｎｃｋｎｘ２ｋ－

　　∑
∞

ｎ＝１
∑
∞

ｋ＝０

（－１）ｋ＋ｎ ａｎｎｃｋｎｘ
２ｋ＋１．

９１
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交换求和符号，可得

ｆ（ｘ）＝－∑
∞

ｋ＝０

（－１）
烄

烆

ｋ ∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎａｎｃ
烌

烎
ｋｎ ｘ２ｋ－

　　∑
∞

ｋ＝０

（－１）
烄

烆

ｋ ∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ ａｎｎｃ
烌

烎
ｋｎ ｘ２ｋ＋１ ＝

　　－∑
∞

ｋ＝０

（－１）
２ｋ－１＋（－１）ｋ

４　 ｄｋｘｋ，

其中

ｄ２ｋ ＝∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎａｎｃｋｎ，

ｄ２ｋ＋１ ＝∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ ａｎｎｃｋｎ．
（１４）

　　下面考虑（１３）到（１４）式中运算的合理性问题，
为此只需说明其中级数的收敛性即可．
由于φｎ（０）＝－１，在ｘ＝０处（１３）式右边为一

交错级数，由关于ａｎ 的假设可知其收敛，从而

ｆ（０）有定义．设ｘ＞０，则当ｎ充分大时，φｎ（ｘ）保

持同号且单调有界，又∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎａｎ ＝－ｆ（０）收敛，

由Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ收敛准则［３］知（１３）式右边级数收敛，
故ｆ（ｘ）定义合理．
对于（１４）式，当ｋ＝０，１时类似于检验（１３）式

右边在ｘ＝０处的收敛性可知其中的级数收敛．若

ｋ＞１，则由于ｃｋｎ关于ｎ是单调有界的，从而级数

∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎｃｋｎ 的部分和有界，又ａｎ 与
ａｎ
ｎ
单调递减

且趋于０，所以由Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ收敛准则可知（１４）式中
的级数收敛．
在每一个整数点ｘ＝ｎ处，有

ｆ（ｎ）＝ （－１）ｎａｎφｎ（ｎ）＝ａｎ，
故ｆ（ｘ）即为所求．

（ｉｉ）一般情形．
由ｌ的有界性可知ｌｉｍ

ｎ→∞
ａｎ＝ａ存在．先设ｌ单调

递减，此时令αｎ＝ａｎ－ａ，则数列｛αｎ｝∞ｎ＝１单调递减
且趋于０．由（ｉ）中的结果可知存在（－∞，＋∞）上
的解析函数ｆ（ｘ），使得ｆ（ｎ）＝αｎ（ｎ＝１，２，…）．

再令ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋ａ，则ｇ（ｘ）是（－∞，＋∞）上的
解析函数，且ｇ（ｎ）＝ａｎ（ｎ＝１，２，…）．
若ｌ为单调递增数列，则令βｎ＝ａ－ａｎ，易见

数列｛βｎ｝∞ｎ＝１单调递减且趋于０．类似于刚才的讨论
可得（－∞，＋∞）上的解析函数ｇ（ｘ），满足ｇ（ｎ）

＝ａｎ（ｎ＝１，２，…）．　　】
注２：定理３的一个等价陈述是：设ｇ（ｘ）是［０，＋∞）

上的单调有界连续函数，则存在一个（－∞，＋∞）上的解析

函数ｆ（ｘ）满足ｆ（ｎ）＝ｇ（ｎ），ｎ＝１，２，…．
注３：就中学数学而言，自然是期望能够在初等函数

族Ｆ中给出问题２的一个回答．对此，目前我们似乎还看

不到希望．
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助我们大大提高了论文质量，并激发我们改进了关
于单调数列的相关结果．本文在写作过程中，也曾
得到天津大学理学院博士生导师李德生教授的指

导，在此一并表示感谢！

参考文献：

［１］　ＤＷＡＲＤ　Ｇ　Ｅ．Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ　ｔｏ　Ａｎａｌｙｓｉｓ［Ｍ］．Ｎｅｗ

Ｙｏｒｋ：Ａｍｅｒｉｃａｎ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｓｏｃｉｅｔｙ，２００９．
［２］　ＪＡＭＥＳ　Ｒ　Ｍ．Ｔｏｐｏｌｏｇｙ：Ａ　Ｆｉｒｓｔ　Ｃｏｕｒｓｅ［Ｍ］．

Ｕｐｐｅｒ　Ｓａｄｄｌｅ　Ｒｉｖｅｒ，Ｎｅｗ　Ｊｅｓｅｙ：Ｐｒｅｎｔｉｃｅ－Ｈａｌｌ，

Ｅｎｇｌｅｗｏｏｄ　Ｃｌｉｆｆｓ，１９７５．
［３］　陈传璋，金福临，朱学炎，等．数学分析［Ｍ］．北

京：高等教育出版社，１９８３．
［４］　伍胜健．数学分析［Ｍ］．北京：北京大学出版社，

２０１０．
［５］　ＥＶＡＮＳ　Ｌ　Ｃ．Ｐａｒｔｉａｌ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｍ］．

Ｎｅｗ　Ｙｏｒｋ：Ａｍｅｒｉｃａｎ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｓｏｃｉｅｔｙ，１９９８．
［６］　ＥＢＥＲＬＥＩＮ　Ｗ　Ｆ．Ｏｎ　Ｅｕｌｅｒｓ　ｉｎｆｉｎｉｔｅ　ｐｒｏｄｕｃｔ　ｆｏｒ　ｔｈｅ

ｓｉｎｅ［Ｊ］．Ｊ　Ｍａｔｈ　Ａｎａｌ　Ａｐｐｌ，１９７７，５８（１）：１４７．
［７］　ＫＡＮＯＶＥＩ　Ｖ　Ｇ．Ｔｈｅ　ｃｏｒｒｅｃｔｎｅｓｓ　ｏｆ　Ｅｕｌｅｒｓ　ｍｅｔｈｏｄ

ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｉｎｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｉｎｔｏ　ａｎ

ｉｎｆｉｎｉｔｅ　ｐｒｏｄｕｃｔ［Ｊ］．Ｒｕｓｓ　Ｍａｔｈ　Ｓｕｒｖ，１９８８，４３（４）：

６５．
（责任编辑　马宇鸿）

０２



第 4 5 卷第 1 3 期数学的实践与认识Ｖｏｌ ． 4 5
，Ｎｏ ． 1 3

2 0 1 5 年 7
月ＭＡＴＨＥＭＡＴＩＣＳＩＮＰＲＡＣＴＩＣＥ ＡＮＤＴＨＥＯＲＹＪｕｌ ．

，
2 0 1 5

广义 Ｃａｕｃｈｙ 中值定理
“

中间点
”

的渐进性

杜争光

（陇南师 范高等专科 学校 数 学 系 ， 甘肃 成县 7 4 2 5 0 0
）

摘 要 通过对广义 Ｃａｕｃｈｙ 中值定 理的讨论
，
得到 了 广义 Ｃａｕｃｈｙ 中值定理

“

中 间

点
＂

渐进性 的
一个参达式 ， 并对 巳有 的渐 进性结果进行 了 推广 ．

关键词 ： Ｃａｕｃｈｙ 中值定理 ； 中 间 点 ； 渐进性

1 引言及主要引理

近年来 ，
对于中值定理

“

中 间点
＂

渐进性的研究
，
取得了一些进展

，
并得到了一些重要结

果 （
见文献

［

1
－

9
］ ）

． 文献
［

1
］
对微分中值定理和积分中值定理进行了统一和推广 ，

并给出 了广

义 Ｃａｕｃｈｙ 中值定理 ． 本文主要讨论广义 Ｃａｕｃｈｙ 中值定理
“

中间点
”

的渐进性 ， 并对已有的
“

中间点
”

渐迸性结果进行推广 ．

为叙述和讨论方便 ，
现将广义 Ｃａｕｃｈｙ 中值定理引述如下 ：

引理 1Ｗ（广义 Ｃａｕｃｈｙ 中值定理）
若函数 ｆ （

ｘ
）
在闭区间

［

ａ
，ｂ

］
上存在 ｎ＋ 1 阶导数 ， 函

数 5⑷ 在闭区间
［
＾

］
上存在 ｍ＋ 1 阶导数

，

且 Ｗｅ［

ａ
，
ｂ

］ ，
ｇ
＾ｘ

＼ｘ）＋
0

． 则至少存在
一点

ＧＭ） ’

使得

ｆ （
ｂ
）

－ Ｔｎ
［
ｆ （

ｂ
）］ｍ ！／

（
＂＋Ｄ

（ｇ）

ｇ （
ｂ
）

－ Ｔｍ
［
ｇ （

ｂ
）］

￣

＂

这里 
ｒ
？

［／ （
ａ
Ｏ ］
＝

／ （
ａ

）
＋一

ａ
）
＋

＾ （
ｘ
－

ａ
）

2

＋
… ＋

＾ｌ

（
ｘ
－

ａ
）

＂

弓 Ｉ
理 2 若函数 ／⑷ 和 ｇ⑷ 在 ａ 的某一邻域 Ｊ 7⑷ 内存在 ｍ＋ 1 阶导数 ， 且存在 ａ ＞ 0

和 2  0
，
对Ｖ：

ｒ 6 ＂⑷ 有 ＝ 义 和 ＝则有

Ｈｍ
ｆ （ｘ ）

－ Ｔｍ
［ｆ （

ｘ
）｝

＝
ＡＴ

（ａ＋ｌ
）

ｘ
－

？ｏ（
ｘ 
—

ａ
）

ｍ＋ 1＋ Ｑｒ
（
ｍ＋ 2

＋ａ
）

ＷＵｒｆｎ ？

⑶
ａ（

ｘ
—

ａ
）

ｍ＋ 1＋＾ｒ
（
ｍ ＋ 2 ＋

／
？
）

其中
，

ｒ
（
ａ

）
＝

／0

＋ｏ°

Ｘ
Ｑ
－ Ｉ

ｅ

＿

ｘ
ｄａ； 是

ｒ函数 ．

证明 由 于函数 ／⑷ 在 ａ 的邻域 1 7
（
ａ

） 内存在 ｍ 阶导数
，

且 利用 ｍ

次 Ｌ ＇Ｈｏｓｐｉ ｔａｌ 法则 ’
并注意到 ｒ 函数的递推公式 Ｔ

（
ａ＋ 1

）
＝ａｒ

（
ａ

） ， ｉ有

ｌｉｍ
／⑷

￣

Ｔ
ｍ

［
ｆ （
ｘ

）
］

ｘ
—

＾ａ ｛ｐｃ 
—

ａ
）

ｍ
－

｜

＂ 1＋ Ｑ！

收稿日期 ： 2 0 1 2
－
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－

1 9
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工
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￣

ａ
）

7＂
＇

1

ｘ—ａ （
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ｍ
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ｘ＾ａ（
ｍ＋ 1 ＋ａ

） （
ｍ＋ａ

）

？  ？
■

（
ｍ＋ａ

—

ｋ
） （
ｘ
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ａ
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￣

ｆｅ

＝ ？ ？  ？

＝
ｌｉｍ


／
（
ｍ＋ 1

）ｗ


ｘ＾ａ
 （
ｍ＋ 1 ＋ ａ

） （
ｍ ＋ ａ
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？ ？  ？

（
ａ ＋ｌ

） （ｘ

一

ａ
）

ａ

一



Ａ


（

ｍ
＋ 1 ＋ ａ

） （
ｍ＋ａ

—

 1
）

…
？

（
ａ ＋  1

）



ＡＴ
（
ａ＋ 1

）


（
ｍ＋ 1 ＋ ａ

） （
ｍ ＋ ａ

— 1
）

…

（
ａ ＋ ｌ

）
ｒ

（
ａ＋ 1

）

ＡＴ
｛
ａ＋ 1

）

ｒ
（
ｍ＋  2 ＋ａ

）

即 （
2
） 式成立 ，

同理可证 （
3
） 式成立 ．

2 主要结果

定理 1 设函数 ／⑷ 在闭区间 ［
ａ

，

6
］
上存在 ｎ＋ 1 阶导数 ； 函数 Ｓ⑷ 在闭区间 ［

ａ
，

6
］

上

存在ｍ＋ 1阶导数， 且 Ｖａ：ｅ［

ａ
， 
ｂ

］
， 5

（ｍ＋ 1
）

（
＾

）＋ 
0

； 若存在ａ＞
0
和 卢＞ 0

，
对Ｖａ ；ｅ

 （
ａ

，

《
＞

］
有

ｌｉｍ＝ Ａ 和 ＝
ｃ

＃ 
0 ． 则由

（

1
）
式所确定的

《

中间点 1 满足

：
（

ｘ
－ｚｌ

）

ｎ
＇

ｍ

ｆｉ －^Ｙ
＇

0

＝
Ｂ （斜“ 十 1

）⑷
ａ^
｛ｘ

－

ａ ｊ［ ｘ
－

ａ ｊＢ
（

ｍ ＋ ｌ
， ／

3 ＋ ｌ
）

、 ）

．

其中
，

Ｂ
｛ｐ，

ｑ ）

＝

ｆｇ
ａ ：

ｐ
＿

1

（
ｌ
－

ｘＹ
＾
ｄｘ 是

Ｂ
函数 ．

．

证明 由于函数 ／㈨ 在闭区间
［

ａ
，

6
］

上存在 ｎ＋ 1 阶导数
，
函数 办 ） 在闭 区间 ？］

上

存在 ｍ＋ 1 阶导数，
对Ｗｅ

（
ａ

，

6
］ ，
构造辅助函数 ：

Ｆ
（
ｘ

）

＝

（
（

？
）

（
ｘ
－

ａ
）

ｍ＋ 0
￣

ｎ
－

ａ

ｇ （

ｘ
）

－

Ｔ
ｍ

＼
ｇ（

ｘ
） ］

注意到 ＝ Ｃ ＾ 0
，
则一方面， 由引理 2

，

靶哗 ）

＝

＾Ｍ＾ｉ］

｛
ｘ
－

ａｒ
＋ｆｉ

＇

ｎ
￣

ａ

、ｆ（
ｘ

）

－ Ｔ
ｎ

［
ｆ （ｘ ）

］ （
ｘ － ａｒ＋Ｗ

ａ （ｘ 
－

ａ
）

ｎ＋ａ＋ 1

ｇ （

ｘ
）

－

Ｔ
ｍ

＼ｇ（

ｘ
）］

Ａｒ
（

ａ＋ｌ
）ｒ

（
ｍ＋

2 ＋
 ／ 3 ）

‘

＝

Ｃ ｒ
（
ｎ＋ 2 ＋ａ）ｒ

（ ／

3 ＋ ｌ
）

另一方面， 由引理 1 又有 ，

Ｆ
（
ｘ

）
＝ （ｘ

—

ａ
）

ｍ＋＾
－

ｎ
￣

ａ
＝

＂

ｆａ！

｛
ｘ
－

Ｃｉ
ｎ
＇ｍ

ｉ
ｘ
—

ｏ
）

ｍ＋＾
－ｎ

－

Ｑ

ｇ （
ｘ

）

－

Ｔ
ｍ ［ｇ（

ｘ
）｝ｎ ！ 5

（
＂ｌ＋ 1

）

（Ｃ）

其中 £ 在 ａ 与 ｏ； 之间
，
且当 ａ：— ａｆｆｔ

， 有 ￥
—ａ

，
于是就又有

拽 

Ｆ⑷ ＝
 ｉ＾＾Ｍ

（
ｘ －＾ （

ｘ － ａｒ
^
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ｍ
！／

（
斜 1

）⑷＾
－ ｇ

）

0

ｆ
＾
－

ａｙ
－

0

卜 ａｎ ！

（＾

—

ａ
）

ａ

ｐ
（
ｍ＋ 1

）

（＾）
ｘ
－

＾ ａ
＼

ｘ
—

ａ
Ｊ＼ｘ

—

ａ
）

＝ ｌｉｍ

ｍＬ 4

ｘ
－

＾ａｎ ＼Ｃ＼ｘ

—

ａ
ｊ＼

ｘ
—

ａ
ｊ

综上述
，
就有

ｌｉｍ

／ｘ
－

ｅ ＼

＂
￣

ｒｏ

（
ｉｚ＾Ｙ

＇

1 3


＿

ｒａ ！ｒ
（

ａ＋ｉ
）ｒ

（
ｍ＋

2 ＋
＂ ）

ｘ

ｌ

ａ^
＼ ｘ

—

ａ）＼ ｘ
—

ａ）ｍ ｌＴ
（
ｒｉ ＋ 2 ＋ａ

）Ｔ
（Ｐ
＋ 1

）
■

＝

ｒ
（
ｎ＋ｌ

）

Ｔ
（
ａ ＋ 1

）ｒ
（
ｍ ＋ 2 ＋

 ／
3
）

ｒ
（
ｎ＋ 

2 ＋ａ
）ｒ

（

ｍ＋ｌ
）

Ｔ
（／

3

＋ 1

）

由关系式 Ｂ
（
ｐ ， ｇ）

＝上式可表示为

ｌｉｍ＝
Ｂ

（
ｎ ＋ ｌ

，
ａ＋ ｌ

）

＼
ｘ 
—

ａ
）＼

ｘ
—

ａ
ｊＢ

（

ｍ
＋ｌ

，
／ 3


＋ｌ

）

当 ｍ＝ｎ 时 ， 就有如下结论 ：

推论 1 设函数 ／⑷ 和 ｇ⑷ 在闭区间
［

ｃｉ
，

＆
］
上存在 ｎ＋ 1 阶导数 ，

且 Ｖａｒ ｅ［
ａ

，

6
］ ，
有

5
（
＂＋ 1

）Ｗ＋ 0
，
若存在ａ＞ 0 和 0  2  0

（
ａ＃／？） ，

对 办ｅ（ ａ， 
6
］
有ｌ ｉｍＡ和

ｌｉｍ＃ 0 ． 则由 ⑴ 式所确定的
＂

中 间点Ｙ 满足

ｌｉｍ
£
＿ ａ


－

（

ｒ
（
ｎ

＋ 2 ＋
＂）

ｒ
（

ａ ＋ ｌ
）

Ｎ ^

ｘ＾ａ ｘ － ａ

￣

ｖ
ｒ

（

？
＋ 2 ＋ａ

）

ｒ＾ 
＋ｉ

） ；

证明 由 于 ｍ＝ｎ 和 ａ
＃／

？
，
则 ｍ－ 0

，

于是 ⑷ 可写为

ｌｉｎａ ＾
－

ａ

Ｖ
＾Ｂ

（
ｎ＋ｌ

，

ａ＋ｌ ）

ｘ
－

＊ａ
＼
ｘ 
—

ａ
ｊＳ

（
ｎ＋ｌ

，
／
3 ＋ ｌ

）

ｒ
（

ｎ ＋ ｌ
）

ｒ
（
ａ＋ ｌ

）ｒ
（

ｎ＋ 2 ＋奶ｒ
（

ａ＋ ｌ
）ｒ

（
ｎ＋ 2 ＋

／
3
）

＂

ｒ
（
ｎ＋

2 ＋ ａ
）ｒ

（
ｎ ＋ ｌＴＯ＋ ｌ

）

＝

ｒ
（
ｎ

＋ 2 ＋ａ
）ｒ

（＂＋ ｌ
）

所以 ｌｉｍ
＾

＝（

ｒ
（
ｎ＋ 2 ＋冷） ｒ（

ａ＋ｉ
）
＼
^

ｍｈＫ ‘

＼
ｒ

（
ｎ＾ 2＋ａ

） 
Ｖ

（＾ｌ
）
） ^

当 ａ
＝

／
？ 时

，
又有如下结论 ：

推论 2 设函数 ／⑷ 在闭区间
［
ａ

，

6
］

上存在 ｎ＋ 1 阶导数 ； 函数 Ｓ⑷ 在闭区间
［
ａ

，

6
］
上

存在
ｍ＋ 1阶导数 （

ｎ
＋
ｔｏ

） ，

且＼／ａ ：ｅ ［

ａ
，

＆
］ ，
ｇ

（
ｍ＋ 1

）

（

ｘ
）＋

0
； 若存在

ａ 》 0
，

Ｖａ ：ｅ （

ａ
，

＆
］
有

ｉ

？
Ｃ

＝讀
ｈ、 －：

）

（

：
）＝ Ｃ ＾ °

－

则 由 （
1
） 式所确定的

＂

中间点＼ 满足

Ｕｍ＝！＾
（
ｍ

＋  2 ＋ａ
）
Ｔ

（
ｎ

＋ 1
）

ｃ ｃ—ａｘ
—

ａ＼

ｒ
（

ｎ
＋ 2 ＋ ．ａ

）
ｒ

（

ｍ
＋ 1
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具有非局部源的退化奇异抛物方程组解的爆破
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摘要：研究了一类新的包含幂函数和指数函数相耦合的具有非局部源的抛物方程组. 用

正则化的方法证明了局部解的存在唯一性, 用上下解方法得到了整体存在和在有限时刻

爆破的充分条件.
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1 引引引言言言

本文考虑了下述带非局部源的退化奇异反应扩散方程组:

ut − (xαux)x =
∫ a
0 v

n(x, t)emu(x,t)dx, (x, t) ∈ (0, a)× (0, T ),

vt − (xβvx)x =
∫ a
0 u

p(x, t)eqv(x,t)dx, (x, t) ∈ (0, a)× (0, T ),

u(0, t) = u(a, t) = v(0, t) = v(a, t) = 0, t ∈ (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ [0, a].

(1.1)

其中 u0(x), v0(x) ∈ C2+γ(D)( γ ∈ (0, 1)) 是非负非平凡函数. m,n, p, q 是正实数,

u0(0) = u0(a) = v0(0) = v0(a) = 0,

u0 及 v0 满足相容性条件, T > 0, a > 0, α, β ∈ [0, 2).

设 D = (0, a), Ωt = D×(0, t], D及 Ωt 分别是它们的闭包. 当 x趋于 0时 ux, uxx 和 vx, vxx

的系数可能趋于 0 或 ∞, 故方程是退化奇异的.

收稿日期：2016-06-22.
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作者简介：王胜青 (1965-), 硕士, 副教授, 研究方向：概率论与数理统计、微分方程.



第 5 期 王胜青 等: 具有非局部源的退化奇异抛物方程组解的爆破 449

该问题是一个描述热传导过程的数学模型, 具体可参考文献 [1] . 当 α = β = 0 时, (1.1) 是

一个具有非局部源的半线性热方程. 具有局部源 f(u) 的热方程已经受到很多关注. 最主要的工

作是由 Friedman 和文献 [2-4] 的作者所做. 对非局部源的首个 Fujita- 型结果是由 Galaktionov

和 Levine 在文献 [5] 中得到的. 文献 [2-3] 得到解爆破的一般条件, 证明了爆破集是区域的一个

紧子集, 而且得到了爆破解的渐进行为. 最近，带非局部源热方程的研究引起了很多关注. 关

于 (1.1), 当 α = β = 0 时, 文献 [6-9] 都进行了研究. 在文献 [10] 中, 作者研究了下述问题:
ut − (xαux)x =

∫ a
0 f(u(x, t))dx, (x, t) ∈ (0, a)× (0, T ),

u(0, t) = u(a, t) = 0, t ∈ (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, a],

(1.2)

得到了解的局部存在唯一性. 在适当条件下, 还研究了正解的整体存在性和解在有限时刻的爆

破. 他们还得到了解的爆破集是整个区域. 本文推广了文献 [7,10] 的结果. 但由于退化性的出

现，我们用了和文献 [7] 不同的方法. 在第二部分中, 建立了比较原理及解的存在唯一性. 关于

解在有限时刻的爆破将在第三部分中讨论.

2 局局局部部部存存存在在在性性性

首先，我们给出 (1.1) 的上解的定义. γ ∈ (0, 1), u0(x), v0(x) ∈ C2+γ(D) 为非负非平

凡函数. m,n, p, q 是正实数. u0(0) = u0(a) = v0(0) = v0(a) = 0,u0 和 v0 满足相容性条

件,T > 0, a > 0, α, β ∈ [0, 2).

定义 2.1 一对非负函数 (ū(x, t), v̄(x, t)) 称为方程组 (1.1) 的上解, 如果

(u(x, t), v(x, t)) ∈ (C([0, a]× [0, T )) ∩ C2,1((0, a)× (0, T )))2

而且满足 

ūt − (xαūx)x ≥
∫ a
0 v̄

n(x, t)emū(x,t)dx, (x, t) ∈ (0, a)× (0, T ),

v̄t − (xβ v̄x)x ≥
∫ a
0 ū

p(x, t)eqv̄(x,t)dx, (x, t) ∈ (0, a)× (0, T ),

ū(0, t) ≥ 0, ū(a, t) ≥ 0, t ∈ (0, T )

v̄(0, t) ≥ 0, v̄(a, t) ≥ 0, t ∈ (0, T ),

ū(x, 0) ≥ ū0(x), v̄(x, 0) ≥ v̄0(x), x ∈ [0, a].

(2.1)

类似地,

(u(x, t), v(x, t)) ∈ (C([0, a]× [0, T )) ∩ C2,1((0, a)× (0, T )))2

称为下解，如果 (2.1) 中的所有反向不等号成立.

为了证明问题 (1.1) 的正解的存在唯一性, 必须构建下述比较原理:
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引理 2.1 设 r ∈ (0, T ), ci(x, t), di(x, t)(i = 1, 2) 为定义在 [0, a]× [0, r] 上的连续非负函数,

令 (u(x, t), v(x, t)) ∈ (C(Ωr) ∩ C2,1(Ωr))
2 满足:

ut − (xαux)x ≥
∫ a
0 [c1(x, t)u(x, t) + c2(x, t)v(x, t)]dx, (x, t) ∈ (0, a)× (0, r],

vt − (xβvx)x ≥
∫ a
0 [d1(x, t)u(x, t) + d2(x, t)v(x, t)]dx, (x, t) ∈ (0, a)× (0, r],

u(0, t) ≥ 0, u(a, t) ≥ 0, v(0, t) ≥ 0, v(a, t) ≥ 0, t ∈ (0, r],

u(x, 0) ≥ 0, v(x, 0) ≥ 0, x ∈ [0, a].

则在 [0, a]× [0, T ) 上, u(x, t) ≥ 0, v(x, t) ≥ 0.

证明 证明类似于文献 [11], 引理 2.1.

引理 2.2 设 (u(x, t), v(x, t)) 是问题 (1.1) 的非负解. 假设一对函数

(w(x, t), z(x, t)) ∈ (C(Ωr) ∩ C2,1(Ωr))
2

满足 

wt − (xαwx)x ≥ (≤)
∫ a
0 z

n(x, t)emw(x,t)dx, (x, t) ∈ (0, a)× (0, r],

zt − (xβzx)x ≥ (≤)
∫ a
0 w

p(x, t)epz(x,t)dx, (x, t) ∈ (0, a)× (0, r],

w(0, t) ≥ (=)0, w(a, t) ≥ (=)0, t ∈ (0, r],

z(0, t) ≥ (=)0, z(a, t) ≥ (=)0, t ∈ (0, r],

w(x, 0) ≥ (≤)u0(x), z(x, 0) ≥ (≤)v0(x), x ∈ [0, a].

(2.2)

则在 [0, a]× [0, T ) 上, (w(x, t), z(x, t)) ≥ (≤)(u(x, t), v(x, t)).

证明 只考虑 “ ≥ ” 的情形 (因为对情形 “ ≤ ” 证明类似). 令

φ1(x, t) = w(x, t)− u(x, t), φ2(x, t) = z(x, t)− v(x, t).

用 (2.2) 减去 (1.1) 并利用中值定理, 可得

φ1t − (xαφ1x)x ≥
∫ a
0 [f1(x, t)φ1(x, t) + f2(x, t)φ2(x, t)]dx, (x, t) ∈ (0, a)× (0, r],

φ2t − (xβφ2x)x ≥
∫ a
0 [g1(x, t)φ1(x, t) + g2(x, t)φ2(x, t)]dx, (x, t) ∈ (0, a)× (0, r],

φ1(0, t) ≥ 0, φ1(a, t) ≥ 0, t ∈ (0, r],

φ2(0, t) ≥ 0, φ2(a, t) ≥ 0, t ∈ (0, r],

φ1(x, 0) ≥ 0, φ1(x, 0) ≥ 0, x ∈ [0, a],

其中 r ∈ (0, T ), f1, f2, g1, g2, 是定义在 [0, a] × [0, r] 上的连续非负函数. 故引理 2.1 保证

了 (φ1(x, t), φ2(x, t)) ≥ (0, 0), 也就是说, 在 [0, a]× [0, T ) 上,

(w(x, t), z(x, t)) ≥ (u(x, t), v(x, t)).
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显然, (0, 0) 是问题 (1.1) 的下解, 我们还需要构造一个上解.

引理 2.3 设存在正常数 t0(t0 < T ) 使得问题 (1.1) 有上解 (f(t), g(t)) ∈ (C[0, t0])
2.

证明 令 (f(t), g(t)) 是 Cauchy 问题 f ′(t) = agn(t)emf(t), g′(t) = afp(t)epg(t), t > 0

f(0) = a0 > 0, g(0) = b0 > 0,

唯一的解, 其中

a0 = max
x∈[0,a]

u0(x), b0 = max
x∈[0,a]

v0(x).

则存在正常数 t0 使得 (f(t), g(t)) ∈ (C[0, t0])
2. 由引理 2.1, 我们知道 (f(t), g(t)) 是问题 (1.1)

的上解.

为了得到解的存在唯一性，需要一个正则化过程，但该过程是标准的，所以我们直接给出

解的存在唯一性定理:

定理 2.1 存在 t0(< T ) 使得问题 (1.1) 有唯一的非负解

(u(x, t), v(x, t)) ∈ (C(Ωt0) ∩ C2,1(Ωt0))
2,

其中 α, β ∈ [0, 2).

证明 证明类似于文献 [12], 定理 2.5.

定理 2.2 设 T 是使得问题 (1.1) 存在唯一解 (u(x, t), v(x, t)) ∈ (C(Ωt0)∩C2,1(Ωt0))
2 的 t0

的上确界. 则问题 (1.1) 有唯一的非负解

(u(x, t), v(x, t)) ∈ (C([0, a]× [0, T )) ∩ C2,1((0, a)× (0, T )))2.

若 T < +∞, 则

lim sup
t→T

max
x∈[0,a]

(|u(x, t)|+ |v(x, t)|) = +∞.

证明 证明类似于文献 [13] 的定理 2.5.

3 整整整体体体存存存在在在性性性及及及爆爆爆破破破

下面考虑问题 (1.1) 解的整体存在性及在有限时刻的爆破. 主要结论如下:

定理 3.1 a) 若 np > 1 则问题 (1.1) 在任意区域 (0, a) 上对小初值 (u0, v0) 存在整体解.

b）若 np ≤ 1 且 a 适当小，则问题 (1.1) 对小初值 (u0, v0) 存在整体解.

证明 设 φ1(x) 和 ψ1(x) 分别是下述两椭圆问题: −(xαφ′
1(x))

′ = 1, x ∈ (0, a),

φ2(0) = φ2(a) = 0,
(3.1)
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1(x))

′ = 1, x ∈ (0, a),

ψ2(0) = ψ2(a) = 0,
(3.2)

的唯一解. 直接计算可得

φ1(x) =
x1−α(a− x)

2− α
, ψ1(x) =

x1−β(a− x)

2− β

而且存在正常数 C1 和 C2 使得

0 ≤ φ2(x) ≤ C1, 0 ≤ ψ2(x) ≤ C2.

令

K = max

{
sup

x∈(0,a)
(δ + φ1(x)), sup

x∈(0,a)
(δ + ψ1(x))

}
其中 δ > 0 是一个常数.

对于 a) 注意到 np > 1, 易知存在两正常数 b1, b2 使得

b1 ≥ abn2 (δ + ψ1(x))
nemb1(δ+φ1(x)), b2 ≥ abq1(δ + φ1(x))

qepb2(δ+ψ1(x)). (3.3)

事实上只要证明

b1 ≥ abn2K
nemb1K , b2 ≥ abp1K

peqb2K . (3.4)

选择 bn2 = b1
aKnemb1K

, 可以证明存在 b1 > 0 使得

1

aKnemb1K
≥ anbnp−1

1 Knpenqb2K = h(a).

但是注意到当 np > 1 时

lim
a→0+

h(a) = 0,

故 (3.4) 成立.

设

u(x, t) = b1(δ + φ1(x)), v(x, t) = b2(δ + ψ1(x)),

则有

ut ≥ (xαux)x +

∫ a

0
vnemudx, vt ≥ (xβvx)x +

∫ a

0
uqepvdx.

由引理 2.2, 得到如果 u0(x) ≤ b1(δ+φ1(x)) 且 v0(x) ≤ b2(δ+ψ1(x)) 则 (u, v) ≤ (u, v). 因

此, (u, v) 整体存在.

对于 b) 注意到对任意的 n > 0, q > 0 , 若 K 充分小则 (3.4) 对某 b1 > 0, b2 > 0 成立. 事

实上, 若

max{KnemK ,KpeqK} ≤ 1
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则存在 0 < b1, b2 ≤ 1 使得

b1 ≥ KnemK , b2 ≥ KpeqK ,

故 (3.4) 成立.

注意到 K 充分小当且仅当

sup
x∈(0,a)

φ1(x), sup
x∈(0,a)

ψ1(x)

及 δ 充分小. 但是

sup
x∈(0,a)

φ1(x) =
a(2−α)(1− α)(1−α)

(2− α)3
, sup

x∈(0,a)
ψ1(x) =

a(2−β)(1− β)(1−β)

(2− β)3
.

故, 选择 a 和 δ 充分小, 则 K 充分小.

设

u(x, t) = b1(δ + φ1(x)), v(x, t) = b2(δ + ψ1(x)),

则有

ut ≥ (xαux)x +

∫ a

0
vnemudx, vt ≥ (xβvx)x +

∫ a

0
uqepvdx.

由引理 2.2, 得到如果 u0(x) ≤ b1(δ + φ1(x)) 且 v0(x) ≤ b2(δ + ψ1(x)), 则 (u, v) ≤ (u, v). 因此,

(u, v) 整体存在.

定理 3.2 假定下列条件之一成立:

(i) m > 0; (ii) q > 0; (iii) m = q = 0 且 np > 1.

则对充分大的初值 (u0, v0), 问题 (1.1) 的解在有限时刻爆破.

证明 情形 (i) m > 0. 若 u0(x), v0(x) > 0, 对所有的 x ∈ [0, a], T > 0 为 (u, v) 的极大存

在时间, 则由极值原理对所有的 (x, t) ∈ (0, a)× (0, T ] 有 u(x, t), v(x, t) > 0, 因此, 对任意给定

的子区间 (0, a′) ⊂ (0, a), 存在常数 k > 0, 使得当 (0, a′)× [0, T ) 时, u(x, t), v(x, t) ≥ k . 从而,

ut − (xαux)x ≥
∫ a′

0
vnemudx ≥ kn

∫ a′

0
emudx, (x, t) ∈ (0, a′)× (0, T )

下面给出如下辅助问题
wt − (xαwx)x = µ

∫ a′
0 emw(x,t)dx, (x, t) ∈ (0, a′)× (0, T ),

w(0, t) = w(a, t) = 0, t ∈ (0, T ),

w(x, 0) = w0(x), x ∈ [0, a′].

(3.5)

其中 µ > 0 为一个常数. 问题 (3.5) 的解对适当的 w0(x) (参见文献 [14]) 在有限时刻 Tw 爆破.

在问题 (3.5)中取 µ = kn, w0(x) = u0(x),由极值原理可以得到对任意的 (x, t) ∈ (0, a′)×(0, T ),

u(x, t) ≥ w(x, t), 故问题 (1.1) 的解 (u, v) 中的函数 u 当初值 u0(x) 充分大时在有限时刻爆破,

从而问题 (1.1) 的解 (u, v) 也在有限时刻爆破.
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情形 (ii) p > 0. 类似的, 我们可以证明问题 (1.1) 的解 (u, v) 当初值 v0(x) 充分大时也在

有限时刻爆破.

情形 (iii) 首先, 考虑下述特征值问题 −(xαφ′(x))′ = λφ(x), x ∈ (0, a),

φ(0) = φ(a) = 0,
(3.6)

 −(xβψ′(x))′ = µψ(x), x ∈ (0, a),

ψ(0) = ψ(a) = 0.
(3.7)

利用变换 φ(x) = x
1−α
2 y(x), 微分方程 (3.6) 变为

x2y′′(x) + xy′(x)− (1− α)2

4
y(x) + λx2−αy(x) = 0, x ∈ (0, a).

再由变换 y(x) = ϕ(z), x = z
2

2−α , (3.6) 变为
z2ϕ′′(z) + zϕ′(z) +

[
4λz2

(2−α)2 − (1−α)2
(2−α)2

]
ϕ(z) = 0, x ∈ (0, a),

ϕ(0) = ϕ(b) = 0,

(3.8)

其中 b = a
2−α
2 . (3.8) 是一个 Bessel 方程, 其解如下

ϕ(z) = AJ 1−α
2−α

(
2
√
λ

2− α
z

)
+BJ− 1−α

2−α

(
2
√
λ

2− α
z

)
, (3.9)

其中 A 和 B 为任意常数, 而且 J 1−α
2−α
和 J− 1−α

2−α
分别代表第一类 1−α

2−α 及 −1−α
2−α 阶的 Bessel 函

数. 令 λ1 为

J 1−α
2−α

(
2
√
λ

2− α
b

)
= 0

的第一根. 由文献 [15] 的 29 及 75 页可知其正性. 显然 λ1 是问题 (3.6) 的第一特征值; 同时我

们可以得到相对应的特征函数

φ2(x) = k1x
1−α
2 J 1−α

2−α

(
2
√
λ1

2− α
x

1−α
2

)
, (3.10)

当 x ∈ (0, a) 时它是正的, 其中 k1 > 0 任意. 故可选择 φ2(x) > 0 使得 maxx∈[0,a] φ2(x) = 1.

类似的可以考虑特征值问题 (3.7). 用相同的办法, 令 µ1 是

J 1−β
2−β

(
2
√
µ

2− β
b

)
= 0

的第一根. 由献 [15] 的 29 及 75 页可知其正性. 显然 µ1 是问题 (3.7) 的第一特征值; 同时可以

得到相对应的特征函数,

ψ2(x) = k2x
1−β
2 J 1−β

2−β

(
2
√
µ1

2− β
x

1−β
2

)
, (3.11)
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当 x ∈ (0, a) 时它是正的, 其中 k2 > 0 任意. 故可选择 ψ2(x) > 0 使得 maxx∈[0,a] ψ2(x) = 1.

假设 m = q = 0 且 np > 1. 则存在常数 n1,m1 ≥ 1 使得 1
p <

n1
m1

< n. 设

γ = min{m1n− n1 + 1, n1p−m1 + 1}, c0 = max

{
max
x∈[0,a]

φn1
2 (x), max

x∈[0,a]
ψm1
2 (x)

}
,

故 γ > 1, c0 > 0. 令 s(t) 为下述问题的唯一解
s′(t) = −(λ+ µ)s(t) + sγ(t)min{ 1

n1c0

∫ a
0 ψ

m1n
2 (x)dx,

1
m1c0

∫ a
0 φ

n1p
2 (x)dx}, t > 0,

s(0) = s0 > 0.

(3.12)

显然当 s0 充分大时 s(t) 在有限时刻 T (s0) 爆破. 令

u(x, t) = sn1(t)φn1
2 (x), v(x, t) = sm1(t)ψm1

2 (x), (x, t) ∈ [0, a]× [0, T (s0)).

我们将证明 u(x, t), v(x, t) 是问题 (1.1) 的上解. 直接计算

(xαux)x +
∫ a
0 v

ndx

= sn1(t)[xα(φn1
2 (x))x]x +

∫ a
0 s

m1n(t)ψm1n
2 (x)dx

= sn1(t)[n1φ
n1−1
2 (x)(xαφ′

2(x))
′ + xαn1(n1 − 1)(φ′

2(x))
2φn1−2

2 (x)] + sm1n(t)
∫ a
0 ψ

m1n
2 (x)dx

≥ n1s
n1−1(t)φn1

2 (x)[−λs(t) + sm1n−n1+1(t)( 1
n1c0

∫ a
0 ψ

m1n
2 (x)dx)]

≥ n1s
n1−1(t)φn1

2 (x)s′(t)

= ut.

同样 (xβvx)x +
∫ a
0 u

pdx ≥ vt. 注意到

u(0, t) = u(a, t) = v(0, t) = v(a, t) = 0, ∀t ∈ [0, T (s0)),

如果对任意 x ∈ (0, a), 有

u(x, 0) = sn1
0 φ

n1
2 (x) < u0(x), v(x, 0) = sm1

0 ψm1
2 (x) < v0(x),

则 (u, v) 是问题 (1.1) 的上解. 因此, 由比较原理, 当初值充分大时问题 (1.1) 的解在有限时刻

爆破.
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